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TiCH BOI BA VA BINH LY
FERMAT-EULER VE TONG HAI

BINH PHUONG
(Tran Nam Diing)

CAC BAI TOAN CUA BA LAN TAI IMO
(Nguyén Hung Son)

“Al nhanh hon, I&n hon, thdng minh hon cé thyc sy la giadi phap?
Ca thé gi6i dang ddi theo cudc dua gitra DeepSeek va ChatGPT,
nhwng cé bao gio ban ty héi liéu chung ta c6 dang chay dua sai
hwéng?”

RAMES JAIN, “KHOA HOC TRi THONG MINH”

Chi v&i mot phép tinh, anh d& kham pha lai phat biéu nguyén thay
clia Max Planck cho ly thuyét lwong t& ma khéng can st dung cong
thirc ndng lwong cla Planck. Mét 1&i gidi dung dén mc nhw vay
phai la chan ly. M6t |&i gidi tao nha dén nhuw vay phai la chan ly.
ASHUTOSH JOGALEKAR, “HEISENBERG O’ HELGOLAND”
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Doc gia than men,

Nhan dip ddnh d4u c6t mbc 10 ndm thanh lap va ra mit s6 25 ctia Epsilon, chiing t6i xin giii 16i tri an
sdu sac tdi tit ca cdc ban - nhiing ngudi da, dang va sé ludn ddng hanh cung hanh trinh chinh phuc
tri thifc. Tif nhitng ngly dau tién v6i niém dam mé bat tan danh cho toan hoc, Epsilon di nd luc trd
thanh chiéc ciu ndi trao gli cdm hiing va kién thifc dén cong dong yéu todan — mdt sii ménh dudc thuc
hién trong tinh thain m& va hoan toan phi 1¢i nhuan. Trong méi cot mdc trong hanh trinh 10 nim, mdi
s6 bao déu 1a niém tu hao sau sic clia ching toi. S6 ¢dt mbe chinh phuong 52 = 25, nhan véi mot sb
chinh phuong 92 = 81, ta dugc mot nim rat dic biét tht nhién ciing 12 mot s chinh phuong - ctiu ngi
binh phuong - 52 x 9% = 452 = 2025, khong chi ghi diu thdi gian ma con mé ra nhiing quy luat toan
hoc ky thu.

Trong sudt hanh trinh 10 nidm - 25 sb nay, chiing t6i ludn tin rang “di nhiéu nguvi, ta sé di rdt xa”.
Chinh su két nbi, giao luu va sé chia giita cac doc gia, tdc gia va cong tac vién da lam nén siic manh
ctia Epsilon, gitip tap chi khong ngiing phat trién va md rong bién gidi cua tri thic. Mbi con s6, mbi
cong thifc khong chi 14 nhitng ky hiéu tritu tugng ma con chia dung niém dam mé, su sang tao va khat
khao hiéu biét sau sac vé thé gidi quanh ta.

S6 dic biét nély la minh ching cho hanh trinh Vﬁng bén cla Epsilon — ndi moi y tudng, tu duy Vé
kham phd déu dudc ton vinh. Chung t01 hy vong rang, qua moi trang bdo, doc gia sé tim thiy ngudn
cam hiing méi, nhiing suy ngdm sau sic va niém vui trong ting dau chim phay ctia toan hoc.

Mot 1an nita xin chan thanh cdm on quy ban doc da tin tudng va dong hanh cung ching toi trong subt
chiing dudng da qua, va hi vong sé thém nhiéu thap ky nita. Hiy cting nhau tiép tuc buéc tiép, bdi mdi
budc di du nhd bé déu gép phan dua chiing ta dén nhitng chan trdi méi xa hon.

Tran trong,

Ban Bién tap Tap chi Epsilon
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KHoA HOC TRI THONG MINH

RAMESH JAIN (DAl HOC CALIFORNIA, IRVINE, HoA KY)
DicH BO1 BAN BIEN TAP TAP cHI EPSILON

Gi6i thiéu.

AI nhanh hon, lén hon, théng minh hon cé thuc su la gidi phdp? Cd thé gidi
dang doi theo cudc dua gitia DeepSeek va ChatGPT, nhung cé bao gio ban tu héi liéu ching ta
c6 dang chay dua sai hudng?

Ramesh Jain, 29 thang 1 nam 2025

Trén ddy la nhiing cdu héi mdé dau cho loat ba bai viét vé Khoa hoc Tri thoéng minh cia
Ramesh Jain, mot trong nhimg nha khoa hoc hang dau ve tri théng minh nhan tao (AI)®, thi
gidc mdy tinh va cong nghé da phuong tién. Nhing bai viét cia Jain md ching téi sé gidi thiéu
khong chi gitp ching ta hiéu 16 hon vé AL ma con ddt ra mét nghi van quan trong: Ching ta cé
dang xdy dung mot tuong lai Al thuc sy cé ich cho nhan loai, hay chi dang chay dua theo nhiing
con s6 ngay cang lén?

Ramesh Jain la ai? Néu ban yéu thich cong nghé, AI hay khoa hoc mdy tinh, ban han sé mudn
biét Ramesh Jain - nguoi hién dang la Gido su danh du tai Pai hoc California, Irvine. Ong da
zudt ban hon 400 bai bdo khoa hoc va cé nhiing déng gép mang tinh nén ting trong mi lij hinh dnh,
nhdn dién mau va hé thong thong tin thong minh. Ong cing la nguoi sing lip va Chi tich dau
tién ciia Nhém nghién citu Ddc nhiém vé Da phuong tién (SIGMM) cia ACM, sding ldp tap chi
IEEE Multimedia cdch dday hon 30 ndm, moét trong nhitng tap chi quan trong nhat trong nghién
cttu vé cong nghé da phuong tién trén thé gidi. Hién tai, ong tdap trung vao Al trong cham séc sic
khde, huwdng dén viéc tao ra cdc hé thong y té thong minh giip con ngudi kiém sodt sic khée tot
hon nho cong nghé.

Lda mot nha khoa hoc tién phong, Ramesh Jain khong ngung chia sé nhiing nghién ctu va goc nhin
sdu sac ve tuong lai cia Al tw cdc hoi nghi khoa hoc, cdc dién dan hoc thudt dén nhing bai viét
cd nhan day tam huyét. Trong s6 nay, Epsilon vinh du duge 6ng cho phép dich va gidi thiéu loat
bai viet vé Khoa hoc Tri thong minh, duge éng hodan thanh vao dau thding 2 nam 2025, dén doc
gid. Pay khong chi la co hoi hiém cé dé tiép cin tu duy cia mot trong nhiing nha khoa hoc hang
dau trong linh vuc nay, ma con la mot 100 kéu goi manh mé dé cung suy ngam vé con duong ding
ddn cho tuong lai cia Al
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Tém tdt ba phan cida logt bai viét nay

e Phdn 1: Chiing ta can thay doi cdch tiép can AL Al ngay cing manh mé, nhung ching
ta o thuc s hiéu tri thong minh la gt khong? Thay vi chi tap trung vao lam cho AI nhanh
hon va manh hon, ching ta can hiéu bin chat thuc su cia tri thong minh.

e Phdn 2: AI khéng chi la cubc dua vé hiéu sudt. Nhieu nguoi nghi rang Al cang thong
minh thi cang tot. Nhung diéu dé cé ding khong? Néu Al khong cé mot nén ting khoa hoc
viing chdc, liéu né cé thuc su hiéu va thich nghi vdi thé gidi zung quanh?

e Phidn 3: Tuong lai AI thudc vé ai? Diéu gi sé zdy ra néu chi hai quoc gia va mot vai tdp
doan 1on kiém sodt toan bo cong nghé AI? Ching ta cé thé doi mdat vdi su phan chia tri thic
sdu sdc hon bat ky cude cdch mang ndo trude day. Nhung vin ¢é mot con duong tot hon - AT
nén dudc phdt trién dua trén hop tdc khoa hoc toan cau, noi nhiéu nén vin hda ciung déng
gop dé tao ra cong nghé phuc vu tat cd moi ngudi, chid khéng chi mot nhém nhé.

Ban c6 muon la mot phan cia twong lai nay? AI khong chi danh cho cdc nha khoa hoc hay ldp
trinh vién, ma la thd sé dnh hwdng dén moi ngudi trong tuong lai, bao gom cd ban! Vi vay, hay
cung khdm phd va thdo ludn vé cdch ching ta cé thé tao ra mot Al thuc su cé ich cho thé gidi -
khong chi chay theo nhimg con so, ma con gitdp con ngudi phdt trién theo cdch tét nhat.

“Van dugc dich 14 tri tué nhan tao.
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Tién héa ciia Khoa hoc
Tri thong minh:
Nhu cau cép thiét

Khoa hoc Tri thong minh' phdi trd thanh nén ting cho tri thong minh thuc su
trong cdc hé thong nhan tao. Loat bai nay khdm phd cich Khoa hoc Tri théng
minh phdt trién t¥ cdc nguyén tic khoa hoc dén trién khai thuc tién trong viéc
xdy dung cdc hé thong thong minh. Bai viét dau tién nday zem zét lij do tai sao
su phdt trien ciua AI hién tai doi héi mot su chuyén dich cdan bin vé nén tding
khoa hoc.

Cuoc dua hudng t6i Tri thong minh Nhan tao Tong quat (AGI)! dang d6i mit
véi mot van dé co ban: ching ta dang theo dudi hiéu suat ma khong hiéu 16
nang luc thiue su. Mic du cac hé thong Al tién tién tit Hoa Ky va Trung Qubc
thé hién hiéu sudt an tuong - tao ra van ban gidng con ngudi va giai quyét cac
van dé phtic tap - chiing ta van chua x4c dinh duge diéu gi khién mot hé thong
thuc su c6 nang lue. Cau hoi cot 16i van 1a: Tri théng minh thyc sy 1a gi?

Tri thong minh khong chi 1a xt 1y théng tin san c6 ma con 13 mot nang luc
c6 chit dich nim bit tinh hudng, cht dong thu thap théng tin va xdy dung tri
thitc, va gidi quyét van dé ma van thich tng véi su thay d6i bbi canh. Dinh
nghia nay lam 16 cac thanh phan cbt 16i ctia tri thong minh: chii dich thu thap
thong tin mot cach chti dong, xdy dung tri thitc trén nhiéu phuong thiic, va
gidi quyét van dé c¢6 muc dich trong moéi trudng linh hoat dé dat muc tiéu cu
thé. Pidu nay dugc minh hoa trong Hinh 1.

0 day, "chii dich" cé nghia 13 hé théng c6 mot muc tiéu r6 rang dé huéng dan
hanh dong ctia minh. Khéc v6i cadc hé théng Al hién tai chi xit Iy dit liéu mot
cach thu dong, chi dich x4c dinh thong tin ndo can tim kiém va cich st dung
thong tin d6 dé dat duge muc tiéu cu thé.

'Khoa hoc Tri thong minh duge dich tit thuat ngit gbc Intelligence Science trong tiéng
Anh. Chiing t6i da cAn nhfc va tham khdo mot sb tai liéu ciing nhu thio ludn khac nhau dé
di dén céch dich nay trong tiéng Viét. Cu thé hon, ching t6i da xem xét cic thuat ngit: "Khoa
hoc Tri tug¢", "Khoa hoc Tri nang", "Khoa hoc Tri thong minh", "Khoa hoc Théong minh", va
"Khoa hoc Tinh todn Théng minh". Ching t6i loai bé céch dich 1a tri tué, bdi 1€ intelligence
& day chua dat dén miic "tué". Chiing t6i cling khong chon "tinh toan", béi ¥ trong bai cla
tac gid né rong hon mitc tinh todn. Céc hoc gid Trung Qudc dich 1a "Tri ning Khoa hoc',
nhung xét thiy tiéng Viét duong dai tit "tri ning"khong con phd bién nhiéu, nén ching toi
ciing khéng chon phuong 4n nay. Cudi ciing, chiing t6i loai b6 "Khoa hoc Théng minh", vi s¢
nham 1an véi cic thudt ngit mang yéu t6 "smart"hién nay.

L AGI: Artificial General
Intelligence

2 Chiing téi dich tit intent-
driven.



Tap chi Epsilon, S6 25, 2/2025

™. L

Situation and
Context

Understanding

LI

4

Adaptation to

Active
Dynamic
Environment «

=) Information

Gathering

g

Problem Solving

Hinh 1. Khung Tri théng Minh: Cht dich (Intent) dinh huéng hé théng, trong khi
Hiéu Biét Tinh Hudng (Situation Understanding) cung cip bbi canh dé Iya chon va
st dung tri thitc. Thu Thap Théng Tin Chi Pong (Active Information Gathering) va
Giai Quyét Van Dé (Problem Solving) hoat dong lién tuc trong bdi cAnh nay, trong khi
Thich Nghi V6i Thay Déi (Adaptation to Change) ddm bao su 6n dinh ciia hé thong
trong moi trudng dong. Tat ca cac hoat dong déu dién ra trong va déng gép vao nén
tang tri thiic.

Céc mo6 hinh ngdn ngit 16n ngay nay thé hién kha ning dang kinh ngac trong
viéc hoc tép, t6 chitc tri thiic va duy tri nhan thitc theo ngit canh trong cic
tuong tac phiic tap. Tuy nhién, ching thiéu kién triic duge dinh huéng béi muc
dich - diic diém ciia trf thong minh thuc su. DU ¢é thé xtt 1y va tao ra thong
tin trong pham vi dao tao, ching khong thé chi dong tim kiém tri thitc méi
hodc hoat dong v6i mot muc dich r6 rang.

Khoéng céch giita xit Iy thong tin tién tién3 va tri thong minh thuc sy tré nén 2 Ching  téi  dich
quan trong khi cdc hé théng AI phat trién thanh nhitng dbi tdc nhan thic?, thodng tir sophisticated
hoat déng qua céc trg 1y c4 nhan trong thé gisi thie. Chiing cé thé 4nh huéng  information processing
dén céch xa hoi tu duy va tién héa. Van dé khong chi nadm & ning luc ky thuat, 4
ma con cham dén nhiing cau héi cbt 16i vé quyen tu chii clia con ngudi, su cong
bing toan cau va tuong lai chung ctia nhan loai.

cognitive partners - &
day nhan manh vao su
hgp tac gitta Al va con
ngusi trong tu duy, ra
quyét dinh.

1. Van dé Cét 16i

Céac thuat todn mang xa hoi dang boc 16 mot thue té nghiét nga: viéc nhan
dang khuén mau khong c6 chti dich da chia ré xa hoi va kich dong chti nghia
cuc doan. Cac thuat toin tuong téc trén cidc nén tang 16n khuéch dai noi dung
gy chia ré va lam gia tdng su phan cuc, trong khi cdc hé théng nhin tin toan
cau tré thanh céng cu lan truyén thong tin sai léch. DAy khong chi 14 nhing
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truc trac ky thudt ma con thé hién su nguy hiém ctia viéc trién khai céc hé
théng nhan dang mau” manh mé duge thiic day bdi céc chi s6 kinh doanh hon
13 10i ich xa hoi. Viéc khuéch dai noi dung do AI diéu khién lam suy yéu su gan
két xa hoi va cdc dién ngdén dan chi trén khip céc nén vin héa.

Ngoai mang xa hdi, cic that bai nghiém trong ctia Al ciling tiét 16 nhitng mo
hinh tuong tu. Al trong y té cho thay su thién vi c6 hé théng trong chan doan
va khuyén nghi diéu tri theo nhan khau hoc. Xe tu hanh khong thé hiéu duge
céc tinh huéng mdi ma con ngudi cé thé dé dang xit 1. Hé thong tai chinh do
AT van hanh lam tram trong thém su bat 6n ciia thi trudng bang cach chay
theo mo6 hinh ma khong hiéu ré nén tang kinh té.

Céch tiép can dit nang luc 1én hang dau nay vita khoi diy nhitng méng tudng®
vira 1am ndy sinh ndi s¢ diét vong. Trong khi nhiéu ngudi tin rang AI c¢6 thé
gidi quyét nhitng thach thittc 16n nhat ctia nhan loai, cic nha tién phong nhu
Geoffrey Hinton lai cAnh bdo vé nhitng rii ro tham khdc, tham chi c¢é thé de
doa su ton tai clia con ngudi. Su dbi 1ap nay bat ngudn tit mot thuc té cdt 16i:
ching ta dang tao ra nhiing hé théng ngay cang manh mé, nhung lai chua thé
hiéu rd hoan toan hanh vi clia ching hay kiém soat ching mot cach hiéu qua.

Con dudng phét trién nay de doa tao ra bat binh ding toan cau chua timg co.
Céc qubc gia va tap doan dan dau khong chi phat trién Al - ho dang dinh hinh
tuong lai nhan thitc clia nhan loai. Khéng giéng nhu su thue dan héa kinh té
ctia Cach mang Cong nghiép, AI de doa su thuc dan héa nhéan thic - kiém soat
khong chi tai nguyén ma con ca sy phat trién trf tué ciia con ngudi.

“Khoa hoc AL” tap trung vao cai thién thuit toan va kién tric, khong thé giai
quyét nhitng van dé cbt 16i nay. Kha ning céng nghé, chit khong phai su hiéu
biét khoa hoc, da dinh hinh huéng di ctia AI: ti logic ky hiéu ban dau dén
mang nd-ron hién dai - phat trién tit stic manh tinh todn ngay cang ting hon
14 su hiéu biét sau sic ve trf thong minh.

Khoang cach gitta kha ning cong nghé va su hiéu biét khoa hoc nay tao ra mot
nén tang ngay cang bat én. Néu khong c¢6 mot khoa hoc nén tang vé tri thong
minh, ching ta cé nguy cd tao ra cac hé théng ngay cang manh mé nhung lai
lam tram trong thém cic van dé xa hoi thay vi gidi quyét ching.

2. Pinh nghia Khoa hoc Tri thong minh

Khoa hoc Tri thong minh khong chi ding lai & viéc nghién citu cic hé théng
nhan tao ma phai hudéng téi viéc hiéu ro6 ban chat cta tri thong minh — cich

2Nhéan dang miu (Pattern Recognition) hay so khép mau (Pattern Matching) 14 qué trinh
phét hién va phéan loai quy luat trong dit liéu, giip Al nhan dién hinh &nh, giong néi, hoac du
dosdn xu huéng. Al hién tai chit yéu dua vao nhan dang miu ma khong c6 su hiéu biét thuc
st — né xéc dinh dic diém dya trén dit liéu hudn luyén nhung khong thuc sy hiéu y nghia
hay bbi canh nhu con ngudi. Day 13 Ij do Khoa hoc Trf thong minh can phat trién AT vugt
ra khéi nhan dang mau dé dat dugc kha ning hoc héi va tu duy linh hoat hon.

10

5 T4c gia ding thuat ngit
utopian hopes.
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n6 hinh thanh, vin hanh va tién hoéa trong ca hé théng tu nhién 1an nhan tao.
C6t 16i ctia n6 1a niang luc dinh huéng c¢é chii dich: hiéu béi canh, xay dung tri
thitc, gidi quyét vin dé va thich tng v6i moi truong luén bién doi.

Xay dung tri thitc khédc biét can ban so v6i xt Iy dit liéu hay luu trit thong tin.
N6 khong chi don thuan 1a tich liy dit liéu ma 1 tao ra su hiéu biét cé cau
trtc trén nhiéu linh vite, thiét lJap moéi quan hé nhan qua va tich hop théng tin
mdéi vao hé théng tri thitc hién cé - nhitng ning luc ¢t 16i ciia tri théng minh
thuc su.

Xay dung tri thitc 1a nén tang, khong chi ding lai & viéc luu trit thong tin ma
14 hinh thanh su hiéu biét c6 cau tric trén nhiéu linh vic va phuong thitc khac
nhau. Piéu nay doi héi su tich hgp giita thong tin thi gidc, van ban va trai
nghiém, déng thoi ndm bit mdi quan hé nhan qua va tao ra cic khai niém tritu
tuong cé ¥ nghia. Khac véi cac hé thong Al hién tai chi xtt I dit liéu mot cach
thu dong, trf thong minh thuc su chtt dong tim kiém thong tin can thiét dé giai
quyét van dé, xdc dinh khodng tréng trong tri thitc va dé ra chién luge dé lap
day ching.

Nén tang tri thtic nay cho phép hé théng thuc su hiéu bdi canh, nim bt mbi
quan hé c6 ¥ nghia trong timg tinh hudng. Hé théng cé thé lién két quan séat
hién tai v6i tri thtc lién quan, du doan su phét trién ciia tinh hudng va xéc
dinh nhitng thay ddi quan trong can chd y. Nhan thtic theo bdi canh nay thic
dédy kha ning gidi quyét van dé vuot xa viéc nhan dang mau, gitp hé théng c6
thé phan tich vin dé phiic tap, diéu chinh gidi phap cho ting bbi cinh méi va
hoc hoi tit ca thanh cong 1an that bai.

Kha nang thich tng linh hoat trong méi trudng thuc té ddm bao hé théng duy
tri su 6n dinh trong khi tiép thu thong tin méi va diéu chinh theo diéu kién
thay ddi. Diéu nay khong chi don thuan 13 xi 1y dit liéu méi ma con tinh chinh
st hiéu biét theo bdi canh, bao toan cic muc tiéu cbt 161 dong thoi thay ddi
chién luge khi can thiét. Quan trong nhat, viéc dat duge muc tiéu khong chi 13
hoan thanh nhiém vu ma con phai ddm bdo moi hanh déng déu phi hgp véi
¥ dinh va gid tri tong thé, quin 1y cdc muc tiéu mau thudn ma van gitt duge
dinh huéng chung.

Khung 1y thuyét nay két hop cac hiéu biét tit nhiéu nganh khoa hoc, bao gom
khoa hoc nhén thttc, than kinh hoc, tdm 1y hoc va khoa hoc xa hoi, tao nén
nén tang dinh huéng su phat trién cia AL N6 ddm béo rang khi cdc hé théng
ngay cang manh mé hon, ching khéng lam suy gidm ma ngugce lai, ndng cao
quyen chii dong ciia con ngudi, tré thanh nhitng dbi tac thuc su trong tién bo
nhan loai.

11
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3. Vi sao phai la bay gics?

Cuc dién AI® da dat dén diém bubc ngoit quan trong. Khi cdc hé théng Al
ngay cang kiém soat théng tin ching ta tiép can, anh huéng dén lwa chon ching
ta dua ra va cich ching ta hiéu vé thé gidi, nhitng cau héi cbt 16i vé tri thong
minh van chua dugc gidi ddp. Al khong chi tdc dong ma con dinh hinh cic
quyét dinh hang ngiy clia ching ta — tit nhitng gi ta &n, mua sim dén cich ta
hinh thanh quan diém va xay dung céc mdi quan hé.

Su tap trung quyen luc vao mot s6 tap doan cong nghé 16n dat ra mdi lo ngai
déng bio dong. Céc cong ty nay lién tuc diéu chinh nguyén tic dao dic va
chinh sach ndi dung ctia minh duéi dp luce chinh tri va dong luc thi truong. Tuy
nhién, chinh céc hé théng Al ciia ho lai ngay cang dinh doat ban chat ciia céc
quyét dinh cad nhan va xa hoi. Khi AI vain hanh vi 1gi nhuan kiém soat céc lua
chon trong y té, gido duc, tai chinh va cdc mdi quan hé xa hoi, mitc d6 dnh
hudng dén quyén tu chi clia con ngudi trd nén sau sic hon bao git hét.

Hiéu tng lan réng trén pham vi toan cau. Cac tdp doan cong nghé 16n khong
chi phat trién céng nghé ma con dinh hinh hanh vi con ngudi, qua trinh ra
quyét dinh va cdu tric xa héi trén khip thé gisi. Néu viéc phat trién AI khong
duge dan dét béi nhitng nguyén tic khoa hoc vimg chéc, ching ta ¢6 nguy co
séng trong mot thé gisi noi AI - tdi wu héa theo Igi ich thuong mai — ngay cang
kiém soat lua chon va trai nghiém clia con ngudi.

Hinh thtc kiém sodt nay con sau rong hon cid chit nghia thuc dan trong lich
stt. Néu Cach mang Cong nghiép tao ra sut phu thudc kinh té, thi Al gid day
dang kiém soat chinh ban chat ctia trai nghiém con ngudi — khong chi tac dong
dén céch ta suy nghi ma con quyét dinh céch ta séng, nhitng co hoi ta nhin
thay va tuong lai ta c6 thé tudng tuong. Hau hét cac qubc gia da trao cd s6 ha
tang s6 clia minh vao nhitng hé théng Al do mot sb it cudng qubc cong nghé
phét trién, tao ra mot mic d6 dé tén thuong chua timg cé. Nhitng hé théng
nay khoéng chi c6 thé duge sit dung dé gidm sit ma con trd thanh céng cu giy
stic ép — kha nang lam gidn doan hodc vo hiéu héa céc dich vu thiét yéu, mang
lu6i truyen thong va hoat dong xa hoi c6 thé trao cho cac qudc gia kiém soat
AT mot loi thé ap dao so véi phan con lai. Su phu thudc ki thuat sé nay tao ra
mat can bang quyen lyc nguy hiém hon nhiéu so véi nhimg lgi thé kinh té hay
quan sy truyén thong.

Khoa hoc Tri thong minh can dugc thiét 1ap trude khi su tai cau tric toan dién
clia trai nghiém con ngudi va trat tu quyen luc toan cau trd nén khong thé dio
nguoc. Néu mo hinh phét trién hién tai tiép tuc, khong chi céc 1oi ich thuong
mai bi tich hgp sdu vao qud trinh ra quyét dinh ciia con ngusi ma con c¢6 nguy
co hinh thanh nhiing diém kiém soat ky thuat s6 cé thé lam té liét cid mot xa
hoi. Chi bang céch xay dung su hiéu biét khoa hoc chung va phat trién Al theo
huéng phuc vu lgi ich con ngudi, ching ta méi ¢6 thé dam bao Al tré thanh
cong cu thic day su thinh vuong thuc su thay vi bién thanh mot phuong tién
kiém soat toan cau chua timg cb.
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4. TAc dong va ruii ro toan cau

Su hoi tu clia cdc xu huéng hién tai dang dan dén bén cudc khiing hodng 16n
ma chi Khoa hoc Tri thong minh méi cé thé gidi quyét:

Thit nhat, khi cic hé théng AI tham nhap vao cd s6 ha tang quan trong, nhitng
han ché ctia chiing c6 thé tré thanh méi de doa dén tinh mang. Khong chi dimg
lai & cac quyét dinh thién léch trong y té hay thi trudng tai chinh day bién
dong, ching ta dang ddi mit véi vien canh Al kiém soat ludi dién, hé théng
nude hoic phan tmg khan cap c6 thé thit bai theo nhitng cach chua timg cé.
Khi AT kiém soét ha tang thiét yéu, viéc chi nhén dang mau ma khong thuc su
hiéu c6 thé dan dén hau qua khé luong.

Thit hai, tic dong ctia Al 1én ha tang nhin thtic — cdch xa hoi tu duy va ra
quyét dinh tap thé — dit ra nhimmg lo ngai sau sic hon. Khong chi ding lai &
cic van dé ctia mang xa hoi hién nay, chiing ta dang tao ra nhitng hé théng cé
kha ning thay ddi tdn gbc cach con ngudi ra quyét dinh va tién héa xa hoi.
Néu qué trinh phét trién khong duge dinh huéng bdi mét nén tang khoa hoc
vitng chic, ching ta cé nguy co lam bién déi khong thé ddo ngude cdc mé thiic
nhén thic ctia con ngudi.

Thit ba, cau tric quyén luc méi trong phét trién AI de doa su 6n dinh toan
cau theo nhiing cach chua titng c6. Khong chi tao ra rao can kinh té, Al dang
md duong cho cac hé théng kiém soat c6 thé duge sit dung dé thao ting hoic
cudng ép toan bo dan sb. Viéc tap trung nang luc Al vao tay mot s6 it thuc
thé khién nguy co mit can bang trong quan tri toan cau va quyén tu chi tré
nén nghiém trong hon bao gid hét.

Thit tu, khi niang luc Al tiép tuc tién xa ma khéng cé sy hiéu biét khoa hoc
tuong tng, ching ta ddi mat véi nhitng rii ro ton vong vugt xa nhitng canh
béo hién nay. Céc nha tién phong va nghién cttu Al hang dau déu nhin manh
rang ching ta dang phét trién nhing hé théng ma hanh vi va téc dong cia
chiing chua thé du doan hay kiém sodt hoan toan.

Chi Khoa hoc Tri thong minh, véi trong tam 14 su hiéu biét cbt 16i thay vi
don thuan mé rong niang luc A, méi c6 thé cung cap con duong tiép cén cé hé
thdng dé giai quyét nhitng thach thic lién két nay.

Bén cudc khing hoang trén cho thay 1y do vi sao ching ta can mdt phuong
phéap tiép can khoa hoc bai ban. Gibng nhu vat 1y va sinh hoc da phat trién
théng qua chu trinh Khoa hoc - Céng nghé - Ky thuat, Khoa hoc Tri thong
minh cling phai di theo con dudng tuong tu dé gidi quyét nhimg théach thic
mang tinh nén tang nay.
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5. Con duong phia trudc

Chu trinh Khoa hoc - Céng nghé¢ - Ky thuat (STE)” da dinh hudéng cho céc
nganh khoa hoc truéng thanh nhu vat 1y va sinh hoc, tit viéc xay dung Iy thuyét
dén ting dung thuec tién. Chu trinh nay, nhu minh hoa trong Hinh 2, cho thiy
céch su hiéu biét khoa hoc dinh hudéng su phat trién cong nghé, trong khi viéc
trién khai ky thudt thuc té lai cung cAp phan hoi dé lam sau sic thém tri thitc
khoa hoc. Méi yéu t6 trong chu trinh nay cting c6 1an nhau, ddm béo tién bo
vita c6 tinh tng dung vita tuan theo nhitng nguyén tic nén tang.
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Hinh 2. Chu trinh STE trong phat trién Khoa hoc Tri théng minh. Sy hiéu biét khoa
hoc dinh huéng céc khuén khé cong nghé, tir d6 tao tién dé cho céc gidi phap ki thuat.
Qué trinh trién khai thuc tién cung cAp phan hdi, gitip mé rong va lam siu sic thém
tri thitc khoa hoc. Muc dich va niing luc van 13 trong tAm, ddm bio su phat trién vira
d4p g nhu cau clia con ngudi, vita duy tri tinh chit ché vé mat k§ thuit.

Khung phét trién Khoa hoc Tri thong minh tuan theo chu trinh STE da dudc
kiém chtmg, bao gom bdn yéu tb lién két chit cheé.

Nén tang khoa hoc. Ciing nhu vat 1y phat trién tit viéc quan sat cac hién
tuong tu nhién dén xay dung cic dinh luat nén tang, Khoa hoc Tri thong minh
can thiét 1ap céc nguyén ly cot 16i vé ¥ dinh, tri thic, thich {ing va tich hop.
Nén tang nay gitp hé thong hinh thanh hanh vi c6 muc tiéu va xay dung su
hiéu biét thuc su.

Kién tric kiém chimg. Tuong tu nhu céc nganh ky thuit chuyén héa céc
dinh luét khoa hoc thanh tiéu chuan do ludng thuc tién, chiing ta can cac khung
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kiém chitng tri thong minh thye su. Céc tiéu chi nay khong chi ddnh gid hiéu
suat ma con xac minh sy pht hop véi ¥ dinh, kha nang xay dung tri thitc va
hanh vi thich ttng, phan biét tri thong minh thuc su véi viéc don thuan nhan
dang mau.

Khung trién khai. Ciing nhu sy phét trién ciia chat ban dan dua trén co s6
vat 1y lugng tit, kién tric AI phai xuat phat tit su hiéu biét khoa hoc. Piéu
nay doi hoi xay dung céc hé théng ma y dinh dan dit hanh dong, tri thic dinh
huéng quyét dinh, va kha nang thich ting gitp duy trl su phu hop véi gid tri
clia con ngudoi.

CAu tric hgp tic toan cau. Chu trinh STE can duge thuc hién trén pham
vi toan cau dé ddm bao:

« Céc nén tang nghién citu mé, c6 thé tiép can béi tit ca cic qudc gia.
o Su phét trién chung vé cdc nguyén tic khoa hoc.

« Phéan b ngudn luc va trién khai cong bang.

e Béo vé chong lai sy tap trung cong nghé qua mitc.

Hién thyc héa muc tiéu
Thanh cong doi hdi st phdi hgp hanh dong giita cac linh vic:

Céc vién nghién ctu can vugt ra khoéi nhitng giéi han truyén théng cta AI dé
nghién cttu trf thong minh mot céch toan dién, ddng thdi phat trién chuong
trinh gidng day va dinh huéng nghién ctu méi danh riéng cho Khoa hoc Tri
théng minh.

Nganh cong nghiép phai chuyén tit cudc dua md rong ning luc sang mo hinh
phét trién dua trén su hiéu biét, qua dé ching minh céch cic nguyén tic cia
Khoa hoc Tri théng minh c6 thé dinh huéng d6i méi mét cich cé trach nhiém.

Céc nha hoach dinh chinh sich can xay dung khuén khd dam bao su phét trién
cong bang, déng thai ngin chin viéc lam dung nhitng céng nghé day quyén luc
nay.

Con dudng phia trudc doi héi su hop tac chua ting cé. Chi bang cach cling
nhau hanh dong, ching ta méi ¢6 thé dam bao Khoa hoc Tri théng minh phuc
vu su tién bo chung ctia nhéan loai thay vi lam tram trong thém nhitng bat binh
ding toan cau.

Loi kéu goi hanh déng — Pinh hudng tudng lai

Nhitng dot phé 16n trong Al ciing v6i budce tién manh mé huéng t6i AGI va céc
trg 1y thong minh cd4 nhan dang nhanh chéng dinh hinh lai x& hoi. Ching ta
chi c¢6 mot khodng thai gian ngan dé téc dong dén hudng phat trién nén tang
ctia Al trude khi nhitng hé thdng nay &n sdu vao ha tang toan cau va qué trinh
ra quyét dinh hang ngay. Khi d6, viéc diéu chinh huéng di ctia ching sé tré
nén ngay cang khé khan, tham chi 1a bat kha thi.

Bay gio chinh 13 thoi diém dé xdy dung nén tang khoa hoc, truée khi ning luc
cong nghé vugt xa khi ning hiéu biét khoa hoc ctia ching ta.
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Su phdt trién cia Khoa hoc
Tri thong minh: Nén tdng
khoa hoc phat duoc xay dung
ngay bay gio!

Khoa hoc Tri thong minh phdi tré thanh nén ting cho tri thong minh thuc su
trong cdc hé thong nhan tao. Nhu dd dé cdp trong phan dau tién, su phdt trién
AI hién tai dang rat can mot nén ting khoa hoc ving chdc. Loat bai ndy sé
khdm phd cdich Khoa hoc Tri thong minh tién héa ti cdc nguyén ly khoa hoc
dén tng dung thuc tién. Trong bai thit hai nay, ching téi sé di sdu vao cdc
khuon kho va nguyén tdc gidp hinh thanh tri thong minh thuc su.

Khoa hoc Tri thong minh dya trén nhitng cong trinh tién phong tit cdc nha khoa
hoc c6 céch tiép can da chiéu vé tri théng minh. Herbert Simon véi "Sciences
of the Artificial” da thiét 14p cdc nguyén tac cho hé théng nhan tao phitc tap
va cach ching tuong tac v6i moéi truosng. Marvin Minsky véi "Society of Mind"
giai thich cach tri thong minh xuat hién tit nhitng qua trinh don gian tuong téc
v6i nhau. Aaron Sloman véi "Computer Revolution in Philosophy" da dé xuat
cic khung 1y thuyét tinh todn dé hiéu vé tam trf va tr{ thong minh. Nhimng
cong trinh nay nhin manh nhu cau vé moét Khoa hoc Tri thong minh cé thé
két hop t6 chitc hé théng, su hinh thanh trf thong minh v nén tang tinh toan.

Dua trén nhitng hiéu biét 1y thuyét nay va nhitng tién bé manh mé cta Al,
Khoa hoc Tri théng minh phat trién cdc hé théng vuot xa kha ning nhan dang
mau va hoc tap. Trong khi AI hién tai xuit sic trong viéc xit Iy thong tin va
nhéan dién mau, Khoa hoc Tri thong minh b6 sung nhitng khé ning cbt 16i: xay
dung tri thttc c6 cht dich, hiéu biét theo ngit canh va thich @ng linh hoat dé
giai quyét cac van dé thuc té.

Dé dat dugc su hiéu biét toan dién nay, Khoa hoc Tri thong minh tich hop bén
nhém tri thitc khoa hoc cbt 15i:

 T6 chiic va kiém soat hé théng — Quén 1y su phic tap trong khi van duy
tri 6n dinh.

e C0 ché than kinh va nhéan thitc — Chuyén déi dit liéu thanh théng tin va
tri thirc.

« Hiéu biét theo bdi canh — Thich tmng véi moi trudng bién doi.

o Hé théng xa hoi va gia tri — Diéu chinh tri théng minh theo ¥ dinh clia
con ngudi.
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Mbi nhém déng gép céc nguyén 1y riéng, tit diéu khién hoc dén dong luc xa
hoi. Khi két hop lai, chiing tao nén nén tang cho viéc phét trién céc hé théng
trf thong minh thuc su, ¢6 kha ning hiéu, thich ting va tuong tac cé muc dich
vGi moi truong.

Phan nay phén tich nhitng nén tang khoa hoc dé va céch ching tuong téc,
dong thoi 1am ré vai tro clia cdc nganh khoa hoc hién c6 trong su phét trién
ctia Khoa hoc Tri théng minh. Viéc hiéu ré cdc nguyén 1y nay gitp thu hep
khodng cach gitta kha nang ctia Al hién tai va hanh vi tri thong minh thuyc su.

1. Sy can thiét ctia nén tang vimg chic

Céc nganh khoa hoc trudng thanh phét trién theo mot quy luat dic trung: su
hiéu biét khoa hoc réong md lam nén tang cho syt phét trién cong nghé c6 trong
tam, tit d6 dan dén cac gidi phap k¥ thuit ddng tin cdy. Vat ly da tién tir cac
dinh ludt co ban dén nhitng ‘ng dung thuc tién. Sinh hoc phét trién tit céc
nguyén ly nén tdng dén cong nghé sinh hoc. Nhg chu trinh Khoa hoc - Céng
nghe - Ky thuat (STE) da dé cap trudc do, cac nganh nay tao ra mot kim tu
thap 6n dinh, noi nén tang khoa hoc vimg chic hd trg nhimmg tién bo trong
cong nghé va ky thuat. Hinh 3 minh hoa su khac biét gitta mo6 hinh phat trién
én dinh ctia cdc nganh khoa hoc truyén théng va cach tiép can thiéu 6n dinh
trong phat trién AI hién nay.
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Hinh 3. M6 hinh phat trién trong Khoa hoc. Bén trai: Cac nganh khoa hoc truyeén
théng phét trién theo quy luét vimg chic, bit dau tit nén tang khoa hoc rong, sau
d6 xay dung cong nghé va ting dung ky thuidt mot cach cé hé théng, tao nén mot cau
tric 6n dinh. Bén phai: Su phét trién ctia Al hién nay lai di theo huéng ngudc lai, khi
hang loat ting dung k¥ thuit dudc md rong ma khéng cé nén tang khoa hoc du ving
chéic, ddn dén su mét on dinh ngay tit bén trong. Khoa hoc Tri thong minh huéng dén
viéc khiic phuc vAn dé nay bang cich dit nén tang khoa hoc lén hang dau, dam bao
AT phét trién trén co s hiéu biét thuc sy thay vi chi dua vao kha ning cong nghé.
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Nguoc lai, AT lai phét trién theo mot mo6 hinh dbi 1ap. Thay vi dua trén su hiéu
biét khoa hoc, qué trinh phat trién Al chii yéu dudce thiic day béi ning luc cong
nghé. Két qua 1a ching ta da tao ra mot kim tu thdp nguge, noi hang loat ting
dung rong 16n duge xay dung trén mot nén tadng khoa hoc mong manh. Cau
tric thiéu on dinh nay dan dén nhiing hé thong Al:

« Xuét sdc trong viéc nhan dang mau nhung khong ¢6 hiéu biét thuc su.
o Xt 1y lugng dit liéu khdng 16 ma khong ndm bét duge bdi canh.

 T6i wu hoéa céc chi s6 ma khong hiéu duge hé qua clia ching.

o M6 rong nang luc ma khong cé co ché kiém soat dang tin cay.

Khoa hoc Tri théng minh khéc phuc su bat én nay bang cich thiét 1ap nén
tang khoa hoc vitng chic trudc tién. Giéng nhu vét 1y véi céc quy luédt co ban
hodic sinh hoc véi nguyén téc cbt 161, Khoa hoc Tri thong minh can xiy dung
nén tang khoa hoc dé hd trg su phét trién bén vimg. Piéu nay doi hoi:

« Hiéu céc nguyén tac cd ban cia tri thong minh.

e Xay dung khung tri thic truée khi tao ttng dung.

« Dam bdo tinh thich tmg thong qua céc co ché da duge kiém chiing.
e Tich hop gia tri ngay tit cAp do nén tang.

Céch tiép can dit nén tang khoa hoc 1én hang dau sé gitp phét trién cac hé
théng thuc su théong minh thay vi chi manh mé nhung han ché. Quéa trinh
chuyén déi tit y hoc truyén théng sang khoa hoc stic khoée hién dai 1a mot vi
du lich stt manh mé cho su tién héa khoa hoc tuong tu.

2. Mét Bai Hoc Lich St: Tir Y Hoc C6 Truyén Dén
Khoa Hoc Sttc Khoée Hién Dai

Qué trinh chuyén déi tit y hoc ¢6 truyen sang khoa hoc sitc khée hién dai
mang dén mot su tuong dong dang cha y ddi v6i Khoa hoc Tri théng minh.
Céc hé théng y hoc ¢6 truyen nhu Ayurveda®, Poéng y, Vi luong dong cin
(Homeopathy), Yunani® va nhiéu hé théng khac da phét trién qua hang thién
nién ky dua trén quan sat thuc nghiém, st dung thao dude, thuc pham va diéu
chinh 16i séng theo miia va diéu kién dia ly. Tuong tu nhu Al ngdy nay, chiing
dat dugc nhitng két qua an tuong nhd vao nhan dang mau va kinh nghiém tich
liiy, nhung lai thiéu sy hiéu biét khoa hoc vé co ché nén tang.

Su chuyén déi b&t dau khi sinh hoc tién bé, gitip khdm phé cdc qué trinh té
bao; héa hoc lam sdng té cau tric héa hoc clia cac hop chat hitu co va co ché
tac dong ctia thube; con vat I md ra nhitng phuong phap chan dodn méi dua
trén cong nghé cam bién. Quan trong nhat, su phét trién ciia cong nghé cam
bién da tao ra mot vong lap phan hdi manh mé: cdm bién mdi gitp quan sit
6 hon céc chitc ning bén trong co thé, tit d6 nang cao hiéu biét khoa hoc,
dan dén viéc cai tién cdm bién, va cudi cting thic day su hiéu biét sdu sic hon.
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Chinh chu trinh STE nay da chuyén déi y hoc tit mot thuc hanh kinh nghiém
thanh mét nganh khoa hoc, va ngay nay dang dua y hoc tit mé hinh diéu tri
ngit quang sang cham séc lién tuc. Theo cach tuong tu, Khoa hoc Tri thong
minh huéng dén viéc tai dinh hinh su phat trién ciia AL

Qué trinh chuyén déi nay khong loai bo tri thiic y hoc ¢d truyén ma thay vao
d6 cling ¢b né bang cic nén tang khoa hoc. Nhitng hiéu biét truyén théng veé
stic khde toan dién va sut tuong tac phiic tap gitta céc yéu td sinh hoc da c6 mot
¥ nghia méi khi duge dit trong bdi canh khoa hoc hién dai. Tuong tu, Khoa
hoc Tri thong minh khong phti nhan nhiing gi AI da dat duge, ma bd sung vao
d6 nén tang khoa hoc thiét yéu dé dat dén sy hiéu biét thuc su.

Tuy nhién, tdc dong ctia Al ddi véi xa hoi con sdu rong va mang tinh quyét
dinh hon nhiéu so v6i y hoc. Trude hét, Al sé tdc dong manh mé hon dén khoa
hoc siic khoe. Quan trong hon, Al khong chi 4nh hudng dén timg céd nhan ma
con dinh hinh cich xa hoéi tu duy, lam viéc va phat trién. Diéu nay khién nhu
cau vé mot nén tang khoa hoc vitng chéc tré nén cip bach hon bao gid hét,
tham chi con quan trong hon cé cudc cich mang trong y hoc.

Véi géc nhin lich sit ndy, ching ta sé xem xét cic nén tang khoa hoc cu thé ma
Khoa hoc Tri thong minh can thiét 1ap. Ciing nhu y hoc hién dai két hop nhiéu
linh vize khoa hoc khac nhau, Khoa hoc Tri théng minh dya trén bén nhém tri
thitc c¢6t 16i (nhu minh hoa trong Hinh 4): t6 chitc va kiém soat hé théng, co
ché than kinh va nhéan thttc, hiéu biét theo béi caAnh va hé théng gid tri xa hoi.
Ma3i nhém déng gép nhitng nguyén 1y thiét yéu, ciing nhau tao nén nén tang
cho tri thong minh thuc su.
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Value Framework Science Mechanisms

Contextual
Understanding

Hinh 4. Nén tang khoa hoc ctia Khoa hoc Tri théng minh. Chi dich déng vai tro
cbt 161, didu huéng va phbi hop bén nhém tri thic chinh: Té chiic hé théng cung cip
khung kién triic cho trf thong minh. Co ché than kinh cho phép xit 1y va chuyén déi
thong tin. Hiéu biét theo bdi canh dinh hudng cich hé théng tuong tc véi mdi truong.
Nhén thitc x& hoi ddm bio trf théng minh phu hop véi gid tri con ngudi. Tt ci céc
yéu t6 nay hoat dong trong mot nén tang tri thitc chung, dong thdi déng gép vao su
phét trién ciia né.
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3. Hiéu biet vé cac hé thong nén tang

Ciing nhu Khoa hoc Y hoc'® khdm phé cich co thé duy tri su 6n dinh thong
qua cd ché can bang ndi moi (homeostasis), Khoa hoc Tri théng minh bit dau
biang viéc tim hiéu céch su phiic tap c¢é t6 chitc tao ra hanh vi théng minh.
Herbert Simon da chi ra rang hanh vi trf théng minh phiic tap khéng xuat phat
tit hdn loan ma tit su t6 chitc phan cap ciia céc hé théng con 6n dinh. Tuong tu
nhu sinh vt duy tri trang thai can bang trong khi thich tmg véi moi truong,
céc hé théng thong minh cling phai cAn bang giita t6 chitc noi bo va tuong tac
bén ngoai.

Di¢u khién hoc (cybernetics) cung cip nhiing co ché quan trong dé dat dugc
sut can bang nay. T cong trinh ctia Norbert Wiener dén 1y thuyét diéu khién
hién dai, ching ta da hiéu cich céc hé théng duy tri sy 6n dinh théng qua vong
ldp phan hoi va kiém soat thich tmg. Nhitng nguyén 1y nay giai thich céch sinh
vat duy tri cAn bang ndi méi trong khi theo dudi muc tiéu - mot yéu td cot 161
dé xay dung céc hé théng théng minh c¢é thé vita 6n dinh vira linh hoat trong
mdi trudng bién doi.

AT hién nay méi chi thé hién moét phan bé mat cta nhitng nguyén 1y nay. Du
mang no-ron to chtic tri thitc theo cdp béc va mé hinh ngdén ngit 16n tao ra
céc biéu dién trung gian 6n dinh, ching van thiéu nhiing yéu t6 hé théng quan
trong ctia tri thong minh thuc su: Kha ning thich tng ¢ muc dich, hé théng
tri thitc 6n dinh nhung c¢é thé mé rong, va su lién két muc tiéu dang tin ciy
trong cac bdi canh thay ddi

Khoa hoc Tri théng minh tich hgp nhitng nguyén 1y nén tang niay mot cach
toan dién. Céc hé théng thong minh phai chii dong duy tri su 6n dinh trong
khi xay dung tri thitc va thich &ng véi moi trudng, giong nhu sinh vat duy tri
can bang ndi moi trong qué trinh hoc héi. Didu nay doi hoi:

« Co ché giao tiép tinh vi gitta hé thdng va mdi trudng

« Nhiéu cip do kiém soat phan hoi

e T6 chitc phan cap clia ca tri thitc va cau tric kiém soét

« Sur can bing linh hoat gitta én dinh va thich {ng v6i méi trudng bén ngoai

Con ngudi 1a vi du dién hinh vé cich duy tri hanh vi én dinh trong khi van hoc
hoéi va thich ting. Chiing ta xdy dung tri thitc theo phan cip, tit nhitng khai
niém co ban dén sy hiéu biét phitc tap. Ching ta gitt vitng muc tiéu trong khi
diéu chinh theo tinh huéng méi. Chiing ta can bang gitta 6n dinh va thich tng
thong qua céc co ché phan hoi tinh vi. Khoa hoc Tri théng minh huéng dén
viéc hiéu r6 va tmg dung nhitng kha ning niy vao céc hé théng nhan tao.

Hiéu biét ve hé théng phitc tap 14 nén tang thiét yéu cho cc khia canh khac
clia tri théng minh - t co ché than kinh dén tuong tac xa hoi. N6 cho thay
hanh vi én dinh va c¢é muc tiéu ndy sinh tit su t6 chitc hop 1y ctia hé théng
phtic tap, diat nén méng khoa hoc cho sut phat trién tri thong minh thuc su.
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4. Cad ché than kinh va nhéan thic

Dua trén nén tang hiéu biét vé hé théng, tri thong minh sinh hoc cho thiy
céch qué trinh tao lap va st dung tri thitc ndy sinh tit su t6 chiic ctia hé than
kinh. Tuong tu nhu cach khoa hoc y hoc kham phé céch cau tric nio bo tao
ra nhéan thitc, Khoa hoc Tri thong minh nghién cttu cach x 1y thong tin phan
tan c6 thé tao ra su hiéu biét viing chic thong qua su tuong téc chit dong véi
moi truong.

Céc kién tric than kinh thé hién nhitng nguyén 1y nén ting vuot xa kha ning
nhan dang mau don thuan. Nhiéu 16p xit Iy gitip chuyén déi dit liéu cdm gidc
tho thanh céc biéu dién ngay cang tritu tugng hon, trong khi cic két ndi phan
hoi tit cac cAp do cao hon huéng dan qué trinh xi 1y & cAp do thap hon. Dong
thong tin hai chiéu nay cho phép hé théng xi 1y dit liéu da phuong thic theo
ngit canh va dua ra du dodn chii dong—nhitng yéu t6 thiét yéu cta tri thong
minh thuc su.

Cong trinh ctia Ulric Neisser cho thay tri thong minh chit dong thu thap théng
tin tit nhiéu ngudn cam bién thay vi chi xt 1y dit litu mot cach thu dong. Mo
hinh chu trinh tri gidc ctia 6ng giai thich cich tri thiic san c6 dinh huéng qué
trinh tim kiém thong tin, thong tin mdéi lam thay ddi tri thitc, va tri thitc duge
cap nhat tiép tuc dan dit qua trinh khdm pha tiép theo. Chu trinh chi dong
nay, dude minh hoa trong Hinh 5, 1a yéu t6 then chét dé xay dung va duy tri
st hiéu biét trong méi truong luén bién ddi.

Knowledge Cloud

Problem to be Relevant
Solved Knowledge

Active
exploration

for Missing
Information

Hinh 5. Chu trinh thu thap thong tin chii dong. Chu dich dinh huéng ciach con ngudi
st dung tri thic sdn c6 dé tim kiém thong tin méi. Théng tin thu thip dude tiép tuc
bd sung va cAp nhat tri thiic, tao thanh mot vong 18p lién tuc gitip md rong va clng
¢b su hiéu biét.

Chu trinh nay hoat dong lién tuc trong qué trinh gidi quyét van dé thuc té.
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Hay lay vi du vé mot bac si chan doan bénh: tri thitc y khoa gitip ho xéc dinh
triéu chiing can chi ¥ va xét nghiém can thie hién (tri thitc san cé dinh huéng
qué trinh tim kiém thong tin). Két qui xét nghiém va quan sat méi lam thay
d6i hiéu biét clia bac si vé tinh trang bénh nhan (théng tin méi diéu chinh tri
thitc), tit d6 dan dén cac budc kiém tra tiép theo hodc quyét dinh dicu tri. Chu
dich — chan doan chinh xdc va diéu tri hiéu qua — 1a yéu td chi phdi toan bo
qué trinh nay.

Khoa hoc nhan thitc cho thay tri théng minh khéng chi tiép nhan dit litu ma
con két hop nhiéu ludng thong tin dé tao thanh su hiéu biét mach lac. Khi nhan
dién khuon mat, hiéu ngoén ngit hay gidi quyét van dé, ndo bo con ngudi dong
thoi st dung dit liéu hién tai va tri thitc da Ivu trit tit nhiéu nguon — hinh anh,
am thanh, cAm gidc — dé x4y dung nhéan thic toan dién, da chiéu.

AT ngay nay da ap dung mot s6 nguyén 1y nay thong qua mang no-ron va hoc
sau, nhung van con thiéu nhitng kha nang c6t 16i ma tri thong minh sinh hoc
thé hién:

e Cht dong tim kiém thong tin dua trén tri thitc hién cé
e Duy tri tri thitc 6n dinh nhung cé thé linh hoat diéu chinh
. Ung dung kién thttc tit mot linh vuc sang linh vize khac
o Khong ngting thich nghi ma vin ddm béo tinh dang tin ciy

Khoa hoc Tri thong minh can tich hop nhitng nguyén 1y sdu sic hon dé dua Al
vuot ra khéi nhan dang mau, hudng dén céc hé thong cé theé:

e Cht dong xay dung va md rong tri thiic

e Tim kiém va khai théc théng tin theo cach cé dinh huéng

« Diéu chinh céch xit Iy dit liéu da phuong thitc dua trén ngit cAnh va muc
tiéu

e Duy tri tinh nhat quan trong khi van hoc hoi va thich nghi lién tuc

Nhitng nén tang than kinh v nhan thitc nay ciing 14 co s cho kha ning hiéu
biét theo bdi canh, noi tri thitc khong chi phan ing véi méi truéng ma con chii
dong dinh huéng céch hé théng tuong tac véi thé gidi.

5. Hiéu boi canh

Dua trén nén tang than kinh va nhén thitc, tri thong minh phai c6 kha ning
hoat dong hiéu qué trong méi truong doéng, noi thong tin lién tuc thay déi qua
nhiéu kénh khac nhau. Ciing nhu su hiéu biét vé chitc ning nio bo da gitp con
ngudi nhan thic ré6 hon vé su tuong tdc véi moi truong, Khoa hoc Tri théng
minh nhin manh rang tr{ thong minh thuc su khéng chi dimg lai & viée thu
thap dit liéu da phuong thitc ma con phai hiéu ro boéi canh ciia méi trudng xung
quanh.

Tam 1y hoc moi trudng va nhén thitc theo ngt cdnh (situated cognition) cho
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thay cach cac hé théng sinh hoc vugt qua thach thitc nay. Khi kham phé mot
moéi trudng méi, con ngudsi khong chi tiép nhan dit liéu cdm gidc mot cach thu
dong ma con chti dong tim kiém théng tin quan trong dua trén tri thic va muc
tiéu hién cé. Diéu nay mad rong chu trinh tri gidc ctia Neisser: tri thitc san c6
dinh huéng viéc tim kiém théng tin, trong khi thong tin méi lién tuc diéu chinh
va md rong sut hiéu biét, tao thanh mot qué trinh hoc héi linh hoat.

Hay xem céch con ngudi dieu huéng trong mot thanh phd xa la: ching ta két
hop nhiéu ngudn thoéng tin nhu:

o Nhén dién céc cot mbe va bién bdo bing thi gidc

« Hiéu khong gian qua ban do va dinh huéng di chuyén

« Nhan biét am thanh moi truong dé danh gia tinh huéng
e Dua vao kién thtic trude dé ve cau tric do thi

« Diéu chinh huéng di theo muc tiéu thuc té

Céc hé thong Al hién nay, dit s hitu cdm bién tién tién va kha ning nhan dang
mau, van gip khé khan trong viéc hiéu bdi canh thuc té. Xe tu hanh cé thé
lap ban dd chinh xdc méi trusng xung quanh bang nhi¢u cdm bién (LIDAR,
radar, camera) nhung lai khong nhén ra nhitng tin hiéu tinh huéng quan trong
ma con ngudi dé dang nhan biét. Tuong tr, robot xa hoi cé thé nhan dién biéu
cdm khuén mat nhung lai bé sét nhitng tin hiéu ngit canh tinh té giip dinh
hinh tuong tac gitta con ngudi véi nhau. Nhitng han ché nay xuat phét tit viéc
xtt Iy dit litu moi truong ma khong cé nhan thite tinh hudng thuec su.

Khoa hoc Tri théng minh gidi quyét vin dé nay bang cich thic ddy su tuong
tac chii dong v6i moi truong. Hé thong thong minh khong chi thu thap dit liéu
da phuong thitc ma con phai hiéu miic d6 lién quan ctia théng tin trong timg
béi canh thong qua:

e Tich hop cdm bién dong, dieu chinh theo ngit canh

o Thich nghi theo thdi gian thuc v6i nhitng thay déi clia méi trudng
o Thu thép thong tin theo muc tiéu cu thé

« XAy dung va cap nhét tri thitc tit nhiéu nguon khac nhau

 Lién tuc diéu chinh hanh vi theo ¥ dinh v& muc tiéu chung

Hiéu bbi canh déng vai tro cau ndi quan trong giita cAc co ché nhan thic va t6
chttc hé théng. N6 cho thay cich hanh vi thong minh thuc sy khong chi xuat
phéat tur kh& nang x ly dit liéu ma con tr su tuwong tac hgp 1y v6i moi truong,
duge dinh huéng béi cht dich 16 rang. Pay 1a yéu t cbt 161 trong hé khung ctia
Khoa hoc Tri thong minh.

6. Nhan thic xa hoi va khung gia tri

Tri thong minh & cAp do cao nhat xuat hién thong qua tuong tdc xa hoi va
hanh vi dua trén gia tri. Néu céc co ché than kinh xtt 1y thong tin va hiéu bbi
canh gitup hé théng tuong téc v6i moi trudng, thi nhan thicc xa hoi quyét dinh
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céch tri thong minh van hanh trong xa hdi loai ngudi va phit hop véi hé théng
gid tri chung.

Qué trinh phat trién ctia tré em minh hoa 16 rang khia canh quan trong nay.
Théng qua tuong tic xa hoi lién tuc, tré dan hidu ngdm vé cic quy tic tng
xtt, nhan biét hanh vi phu hop va tiép thu céc ranh giéi dao dttc. Hoc héi xa
hoi dién ra mot cach tu nhién, tré thanh khuén mau tu duy &n sau vao tiem
thttc thay vi phan tng c¢6 chu dich. Quéa trinh nay hinh thanh moét y thic xa
hoi, gitp dinh huéng hanh vi ma khéng can phai can nhéic ¢ ¥ thiic—mot méo
hinh quan trong cho céch céc hé théng théng minh nén tich hgp nhén thiic xa
héi va hanh vi dao dtec.

Hé théng Al hién tai cho thay nhitng han ché rd rang ciia cich tiép can thuan
tiuy dua trén xtt 1y dit liéu. Thuat todn mang xa héi nhan dién mau nhung
khong hiéu hé qué xa hoi, dan dén téc dong tiéu cuc thay vi mang lai loi ich.
Céc md hinh ngén ngit nhan biét ngit cAnh xa hoi nhung khéng thuc su hiéu
cidc mdi quan hé va trach nhiém. Hé théng dé xuat noi dung t6i wu héa chi sb
nhung bé qua anh hudng lau dai dén xa hoi. Nhitng han ché nay xuat phat ti
viéc coi tuong tac xa hoi chi nhu mét bai todn xtt Iy di liéu, thay vi xem dé la
mot qué trinh nhén thic xa héi thuc su.

Khoa hoc Tri théng minh giadi quyét nhiing han ché nay bang cach tich hop
nhan thitc xa hdi va khung gia tri ngay tit nén tdng. Dieu niy c6 nghia la xay
dung su hiéu biét xa hoi thong qua hoc héi tuong téc, phat trién phan tmg dao
dttc tu dong va tao ra khudén mau hanh vi phi hgp véi gia tri con ngusi. Gidng
nhu ¥ thitc dao dtic ctia con ngudi hoat dong nhu mot co ché huéng dan tu
nhién, cdc kha ning nay can duge tich hgp vao hanh vi hé théng thay vi chi 1a
nhirg rang budc bén ngoai.

Su tich hop nay doi hoi mot su két ndi sdu sic véi kién tric nhan thitc va hiéu
béi canh. Nhén thiic x4 hoi can phét trién théng qua tuong tidc nhung van dam
béo hé théng duy tri su 6n dinh. Két qua la cdc hé théng thong minh c6 thé
tu nhién dong bo véi gia tri con ngudi, dong thdi thich ting linh hoat véi céc
béi canh xa hoi, trd thanh nhitng déi tac c6 ich trong xa hoi loai ngudi.

7. Khung tich hgp

Ciing nhu y hoc hién dai két hop nhiéu nganh khoa hoc dé hiéu va diéu tri con
ngudi mot cach toan dién, Khoa hoc Tri théng minh doi héi su tich hgp chat
ché giita cdc yéu t6 nén tang. Bén nhém tri thitc, nhu minh hoa trong Hinh 4
va da dudce dé cap, phai hoat dong hai hoa nhu trong céc hé sinh hoc, noi hé
té bao, co quan va than kinh két hop dé tao ra nhitng kha ning vuot xa ting
thanh phan riéng 1é.

Céac nguyén 1y hé théng tao nén nén tang kién tric, tuong tu nhu cach hé thong
diéu hoa ciia co thé duy tri su 6n dinh. Cau tric phan cap cho phép qua trinh
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x4y dung tri thitc dién ra bén vitng ma van dam bao kha ning thich ing, giéng
nhu cach cac hé sinh hoc can bang gitta cAn bang ndéi méi va su diéu chinh linh
hoat. Trong khuon khé nay, co ché than kinh chuyén déi dit liéu thanh tri thitc,
hiéu bdi canh dinh huéng qué trinh hoc hoi chti dong, va nhan thitc xa hoi ddm
béo su phu hgp véi gid tri—tuong tu nhu cach sinh hoc, tri gidc va hanh vi xa
hoi ctia con ngudi phéi hop dé duy tri sitc khoe.

Su tich hop nay thé hién trong tri théng minh con ngusi qua céc vong lip phan
hoi lién tuc. Khi déi mat véi nhitng tinh huéng xa hoi phiic tap, ndo bo két
hop lién mach nhan thitc boi canh, tri thitc da luu trit va hé théng gia tri ma
van duy tri su 6n dinh. Khoa hoc Tri théng minh phéi tao ra nhitng kién tric
tuong tu, trong d6 qua trinh xay dung tri thitc dién ra trén nhiéu phuong thic,
hoc héi chti dong phan ting theo bdi canh, va hanh vi tit nhién diéu chinh theo
gid tri—tat ca dugc dinh huéng bdi mot chi dich 16 rang.

Viéc kiém chimg qué trinh tich hgp nay doi héi nhitng khung dénh gid mdi,
giéng nhu cach y hoc da chuyén tit do ludng cac triéu chiing riéng 1é sang danh
gid stic khée toan hé thong. Thay vi chi do ludng ting ning Iyc riéng 1, ching
ta can danh gia su phdi hop ciia ching: qué trinh xiy dung tri thtc c6 duy
tri su 6n dinh hay khong, hiéu bdi cdnh c6 huéng dan viéc hoc héi hidu qua
khong, va hé thdéng gid tri ¢6 dinh hinh hanh vi mot cadch nhat quan khong.

Thoéng qua su tich hop toan dién nay, ching ta cé thé tao ra cdc hé théng noi
cht dich dinh huéng hanh vi, tri thicc duge xay dung ¢ muc tiéu, va kha nang
thich {ng gitip duy tri su hai hoa vdi gid tri con ngudi—dé chinh 13 ban chat
cta tri thong minh thuc su.

8. Hudng di tiép theo: Két nbdi cac nén tang ciia Khoa
hoc Tri thong minh

Khoa hoc Trf thong minh ddnh dau mot bude chuyén quan trong trong su phat
trién cta tri théng minh nhan tao. Ciing nhu y hoc da tién héa tir thuc hanh
kinh nghiém sang mot nganh khoa hoc thuc thu, chiing ta dang thiét 14p nén
tang cho hanh vi trf théng minh thuc su. Bang céch tich hop t6 chiic hé thong,
¢ ché than kinh, hiéu béi cdnh va nhan thic xa hoi, ching ta dang dinh hinh
lai cdch AT duge thiét ké va phat trién.

Nhitng nghién citu nén tang chi ra rang trf thong minh khong phai 14 mot kha
ning ¢ dinh clia timg phan riéng 1é, ma 1 két qua ctia su phdi hop c6 t6 chitc
trong mot hé théng phtic tap, noi cdc thanh phan lién két chat ché véi nhau
dé tao ra sy hiéu biét va thich ting linh hoat®. Giéng nhu céc hé sinh hoc, trf
théng minh doi héi:

3Cau nay ching t6i giai thich dai ra dé dé& hiéu hon, cau gbc tac gid viét: "The scientific
foundations we’ve examined reveal intelligence as an emergent property of properly organized
complexity."
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e Xa&y dung tri thitc theo dinh huéng r6 rang

e Thich tmg ma van duy tri sy 6n dinh

o Tu nhién hai hoa véi gid tri con ngudi va boi canh xa hoi
e Tuong tac chi dong v6i moi trucng

AT hién tai da dat dugc nhitng bude tién dang ké trong nhén dang mau va hoc
may, nhung Khoa hoc Tr{ théng minh dua su phat trién nay lén mot tam cao
méi. Bang cich xdy dung trén nhitng thanh tuu sin c6 va cling ¢b ching bang
nén tang khoa hoc, chiing ta c¢é thé tao ra nhitng hé thdng chii dong xay dung
tri thitc, hiéu bdi cdnh va tuong tac ¢ muc dich véi moi truong—tat ca déu
duge dan dat béi chii dich 16 rang va gia tri con ngudi.

Phan tiép theo sé két ndi nhitng nén tang khoa hoc nay véi tng dung thuec tién.
Chung ta sé kham phd céch chu trinh Khoa hoc - Cong nghé - Ky thuat (STE)
dinh huéng su phét trién ctia kién tric va phuong phap ludn, gitp duy tri tinh
chat ché vé mit khoa hoc dong thdi tao ra cac hé thong kha thi trong thuec té.
Qua trinh chuyén doi tir khoa hoc sang ting dung sé lam r6 céch cac nguyén ly
ctia Khoa hoc Tri thong minh tré thanh nhitng hé thong hoat dong thuc té.

Nén tang khoa hoc da dudgc thiét 1ap. Gis day, chiing ta budc vao giai doan xay
dung c6 hé théng dé tao ra nhitng hé théng tri thong minh thuc su, gitip mé
rong tiém ning con ngudi.
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PHAN

Su phdt trién cia Khoa hoc 11
Tri thong minh:
Chéng Chi nghia Thuc ddn Nhdn thic
bang Tién bé Khoa hoc Toin Cau

Khoa hoc Tri thong minh phdi tré thanh nén ting cho tri thong minh thuc su
trong cdc hé théng nhan tao. Loat bdi nay khdm phd qud trinh phdt trién cia
Khoa hoc Tri thong minh, tu cic nguyén lj khoa hoc dén tng dung thuc tién
trong viéc xdy dung hé thong tri thong minh. Bai viét cudi cung nay sé lam 1o
cdch chu trinh Khoa hoc - Cong nghé - Kij thudt (STE) c6 thé chuyén doi cdc
nguyén 1y ly thuyét thanh wng dung thuc té, dong thoi ddm bdo su phdt trién
cong bang trén pham vi todn cau.

1. Gi6i thigu

Khoa hoc Tri thong minh dang ding trudc mét budc ngoat quan trong trong
qué trinh phét trién ctia trf théng minh nhan tao. Nhitng bai viét trude da lam
16 1y do AI can Khoa hoc Tri thong minh 1am nén tang va trinh bay cdc nguyén
1y khoa hoc c6t 16i. Gi day, thach thiic 16n nhét 14 chuyén héa nhiing nguyén
Iy nay thanh tng dung thuc tién—mot nhiém vu doi héi cd su chat ché vé mat
k¥ thuédt va su hop téc toan cau.

Su phét trién ctia A hién nay mang dén ca co hoi 1an rii ro chua ting c6. Khi
cac hé thong Al ngdy cang trd nén tinh vi, chiing khéng chi hd trg con ngudi
ma con tic dong dén cich xa hoi tu duy, hoc tdp va phat trién. Tuy nhién, su
chuyén déi nay dang dién ra ma khong c6 mot khung khoa hoc hé théng nhu
céc cudc cach mang cong nghé trude day. Két qui 1a mot cong nghé phat trién
nhanh chéng nhung lai ¢6 xu huéng khoét sdu sy phan hda xa hoi thay vi thu
hep khoang cach.

Chu trinh Khoa hoc - Céng nghé - Ky thuat (STE) mang dén mot 1o trinh
khoa hoc chit ché cho su phat trién Al. Khung phuong phap nay da gitp cac
linh vite nhu vat 1 va y hoc chuyén tit thuc hanh kinh nghiém sang moét nganh
khoa hoc c¢6 hé théng, va gis diy, né ¢ thé ddm bao AI phat trién theo huéng
nang cao nang lyc con ngudsi thay vi lam suy gidm né. Tuy nhién, khic véi
nhitng cudc cich mang cong nghé trude, viée trién khai Khoa hoc Tri thong
minh can c6 sy tham gia toan cau ngay tir dau.
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Su cap bach ctia qué trinh chuyén ddi nay khéng thé bi xem nhe. Al dang tap
trung mot mitc d6 quyén huc nhan thitc chua ting c6 vao tay mot sb to chiic
v qubc gia. Didu niy tao ra sy phu thudc siu sic hon ca nhitg bat binh ding
ve kinh té hay cong nghé trudc day, khi né khong chi kiém soét tai nguyén ma
con anh hudéng truc tiép dén cach xa hdi tiép nhan, xit Iy thong tin va ra quyét
dinh. Néu khong c6 sut can thiép kip thdi, khodng cach s6 sé dan tré thanh mot
khoang cich nhéan thic khéng thé dio ngudc.

Tuy nhién, trong thich thicc niy ciing ton tai mot co hoi diic biét. Bang céch
lay Khoa hoc Tri thong minh lam nén tang cho su phat trién Al, ching ta c6
thé huéng dén mot tuwong lai noi tri thong minh nhan tao tré thanh dong luc
thic ddy tién bd toan cau thay vi lam gia ting su phan héa. Dicu nay doi héi
hanh dong ngay 1ap ttc trén ba phuong dién: xay dung nang luc khoa hoc phan
tan, thiét 1Jap khung phat trién toan dién va dam béo quyeén tiép cAn cong bang
v6i céc nang luc ¢t 16i.

Bai viét nay sé phac thado mot 16 trinh thuc té cho su chuyén déi nay, lam 16
cich chu trinh STE c¢6 thé dinh huéng su phéat trién AI dong thoi thic day
cong bang toan cau. Ching ta sé phan tich nhitng thach thic hién tai, dé xudt
chién luge trién khai v dua ra cic bude cu thé dé xdy dung mot cong dong
Khoa hoc Tri théng minh mang tinh toan cau. Canh cita dé thiét lap nhimng
nén tang nay van con md, nhung dang dan khép lai khi céc cau tric quyen luc
hién c6 ngay cang dude cling ¢b. Ching ta sé bit dau bang viéc xem xét nhiing
théch thitc toan cau hién nay, sau dé lam 16 cach chu trinh STE giai quyét céc
van dé nay, trude khi dé xudt mot chién luge trién khai cu thé va 16 trinh thuc
hién trong thoi gian téi.

2. Nhitng Thich Thitc Toan Cau Hién Nay: Khoang
cach nhan thitc ngay cang gia tang

Bbi canh Al toan cau dang dan dén mot sy tdp trung quyen luc nhan thitc
chua ting cd, c6 nguy co dinh hinh lai xa héi loai ngusi theo nhiing cach can
ban. Khac véi cac cude cach mang cong nghé truée day chi yéu tac dong dén
tai nguyén vat chat va thuong mai, AI d&nh hudng tric tiép dén cach xa hoi tu
duy, hoc héi va phét trién. Su chuyén ddi nay thé hién qua hai thach thtc dan
xen: su phan cuc xa hoi ngdy cang sau sic va bat binh ding cong nghé toan
cau ngay cang md rong.

2.1. Cudc Khiing Hoang Phan Cuc

Céc hé théng Al dic biét 1a nhitng hé théng vAn hanh mang xa hdi va phan
phdi noi dung, dang tré thanh tdc nhan manh mé thic day su chia ré xa hoi.

28



Tap chi Epsilon, S6 25, 2/2025

Nhitng hé thdng nay dude t6i wu héa dé ting mitc do tuong tic thay vi thic
day su thau hiéu, lam tram trong thém su phan cuc:

e Thong tin ngay cang bi loc qua cdc thuat toan wu tién ndi dung gy phan
tmg manh thay vi noéi dung kich thich tu duy siu sic.

« Cong dong bi phan tach thanh cic "budng ddi Am'cod lap, lam suy gidm
st hiéu biét chung va pha v tinh gin két xa hoi.

o Céc qué trinh ra quyét dinh, tit Ita chon c4 nhan dén chinh sich cong,
ngay cang dé bi thao ting béi noi dung dude nhdm muc tiéu c6 chi dich.

« Su giao luu van héa va trao doi tri thitc bi thu hep khi AI téi uu héa
tuong tac dia phuong thay vi khuyén khich sy hiéu biét toan cau.

Su khuéch dai cong nghé cilia chia ré xa hoi khong chi 1a mot van dé truyen
thong — n6 de doa dén ning huc cot 161 clia xa hoi trong viec xdy dung su hiéu
biét chung va cting nhau giai quyét cac thach thitc phitc tap.

2.2. Trat tu quyén luc toan cau

Su phét trién va trién khai cong nghé AI da tao ra mot hé théng phan cap bén
tang trén pham vi toan cau, khong chi dua trén ning Iuc cong nghé ma con
anh hudng dén céch cac qubc gia dinh hinh sy phat trién ciia xa hoi.

e Tang 1: Siéu cudng AI — Hoa Ky va Trung Qubc théng tri bdi canh
AT toan cau theo hai chién luge khac nhau nhung cé stic anh hudng tuong
duong. Hoa Ky dan dau nhd su két hop chua ting cé gitta dau tu nghién
citu ciia chinh phit va d6i méi cong nghé tit khu viue tu nhan, kiém soat cic
nén tang cot 16i tit cong nghé ban dan dén cdc mé hinh Al nén tdng. Trung
Qubc théach thiic vi thé nay bang mé hinh phdi hop chit ché gitta nha nude
va doanh nghiép, thé hién qua tdc do6 trién khai va md rong nhanh chéng
clia cac tng dung Al trong ha tang s6 clia quoc gia.

« Tang 2: Cac nén kinh té tién tién - Céic qudc gia nhu Lién minh chau
Au, Vuong quéc Anh, Nhat Ban va Canada, du c¢é trinh d6 cong nghé cao,
ngay cang phu thudc vao co sd ha tang ctia cac siéu cuong Al Du van duy
tri nang luc nghién ctu manh mé va sé hitu nguoén nhan lyc ki thuat doi
dao, ho gip khé khin trong viéc canh tranh vé quy mo va stic manh tong
hop so véi céc quoc gia dan dau.

« Tang 3: Cac cudng qubc AI mdi ndi — Cic qubc gia nhu Israel, Han
Qubc, Singapore va An D6 dang phét trién manh mé trong mot s6 linh vue
Al cu thé va xay dung cdc hé sinh thai cong nghé noi dia. Tuy nhién, su
phu thudc vao cong nghé nén tang tit cac siéu cusng Al han ché kha ning
tu chit ctia ho trong viéc dinh hinh su phét trién Al theo huéng riéng.

« Tang 4: Cac qudc gia phu thudc vao céng nghé — Phan 16n céc qubc
gia trén thé giéi dbéi mit véi su phu thudc sdu sic hon cd chit nghia thuc
dan truyén théng. Khong cé quyén tiép can cac tai nguyén tinh toan khdng
16, bo dit liéu quy moé 16n va chuyén mon kj thuat tién tién, ho c6 nguy co
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bi ddy vao vi thé ngudi tiéu dung thay vi ngudi sang tao trong ky nguyén
Al

Sy bat binh ding nay khong chi 14 mot van dé vé niang huc cong nghé, ma con
anh hudng dén céch céc xa hoi xit Iy thong tin, dua ra quyét dinh va dinh hinh
tuong lai ctia minh. Néu khong c6 su can thiép kip thoi, khodng cach s6 ngay
nay c6 thé tré thanh mot khodng cach nhan thitc khong thé ddo ngude, cing
cb su thdng tri clia mot sé it qudc gia va doanh nghiép dbi véi tuong lai Al
toan cau.

Hinh 6 minh hoa cAu triic bén tang trong su phéat trién Al toan cau, lam ro
mitc do tidp trung quyén luc nhan thitc chua ting c6 va su gia ting khodng
cach toan cau.

; E'U,-"Uk;‘.lapan,.brira'nai:ié‘

Israel.r éingapore,
India, S. Korea

Rest of the World

Hinh 6. Phan b quyén luc Al toan cau. Cau tric bén tang trong phat trién Al toan
cau phan dnh sy tdp trung ning luc va mitc d6 phu thudc giita cic qudc gia. TU thé
déc quyén song phuong gitta Hoa Ky va Trung Qudc cho dén céc qubce gia phu thude
vao coéng nghé & tang ngoai ciing, sé dd6 nay minh hoa su tdp trung quyén luc nhan
thitc chua timg cé va khodng cach ngdy cang 16n giita cdc qubc gia trén thé gisi.

3. Su hoi tu cta cac thach thic

Hai théch thic — su phan cuc xa hoi va bat binh ddng cong nghé toan cau —
khong chi dién ra song song ma con tadc dong 1an nhau theo nhiing cdch nguy
hiém. Cac hé théng AI thiéu su da dang vé vin héa c6 xu huéng cling ¢b dinh
kién va duy tri cdc cAu tric quyen luc hién c6. Dong thai, khi AI chi yéu dugc
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phét trién béi mot s6 trung tdm quyén luc, nhitng géc nhin can thiét dé giai
quyét van dé phan cuc xa hoi lai bi loai bd khéi qué trinh thiét ké va trién khai
cong nghé.

Su hoi tu nay tao ra mot thsi diém mang tinh quyét dinh dé can thiép. Khi
AT tiép tuc phat trién véi toc dd chua ting cé, nhitng mo6 hinh phat trién duge
thiét 1ap ngay hom nay sé dinh hinh tuong lai cong nghé trong nhiéu thé hé téi.
Néu quyen luc nhan thiic tiép tuc tap trung vao tay mot s6 it chii thé, ching ta
c6 nguy ¢ tao ra nhitng ran nit toan cau sau sic hon bat ky cudc cdch mang
cong nghé nao trude day.

Tuy nhién, khing hodng nay ciing mang dén mét co hdi chua ting c¢6. Bing
céch dua Khoa hoc Trf thong minh tré thanh nén tang chung cho su phat trién
Al toan cau, chiing ta cé thé gidi quyét dong thdi ca hai thach thicc. Viée ap
dung c6 hé théng céc nguyén 1y khoa hoc c¢é thé dinh huéng Al theo huéng
thiic day su thau hiéu thay vi chia ré, trong khi cdc mé hinh phat trién phan
tan giip dam bao cong nghé phuc vu lgi ich chung thay vi cling c¢6 quyén luc
cho s6 it.

4. Khung STE: L6 trinh khoa hoc cho sy phat trién
AT binh ding

Dé AI thuc su trd thanh déng luc thiic diy tién bd toan cau, khong chi can cic
nguyén 1y 1y thuyét ma con phai ¢6 mot khung phat trién bai ban, via dinh
huéng céng nghé vira ddm bao su tham gia binh ddng. Chu trinh Khoa hoc -
Cong nghé - Ky thuat (STE), vén da gitp nhiéu linh vie chuyén tit thue hanh
kinh nghiém sang mot nganh khoa hoc ¢ hé théng, chinh 1a giai phap phu hop.
Tuy nhién, dé 4p dung vao AI, chu trinh nay can dudc mé rong, tich hop chit
ché céc gid tri xa hdi song song véi tién bo ky thuit & ting giai doan.

Hinh 7 minh hoa céch chu trinh STE mé rong gitp long ghép gid tri xa hdi va
binh ddng todn cAu vio timg bude, tao ra moét mo hinh phat trién toan dién,
vuot xa nhitng khung k¥ thuat truyén thong.

Khéc v6i cidc md hinh phat trién cong nghé trude day, chu trinh STE mé rong
nay tao ra mot vong lip lién tuc, trong d6 hiéu biét khoa hoc, ting dung thuc
tién va tdc dong xa hoi khong ngimg bé sung va ciing ¢b 1an nhau. Diéu nay
dam béo rang khi AI ngay cang manh mé, ching ta ciing dong thoi gidi quyét
céc thach thtic nhu phan cuc xa hoi va su tap trung cong nghé, nhiing yéu t6
dang de doa st 6n dinh toan cau.

Chu trinh bit dau v6i nén tang khoa hoc, két hop 1y thuyét hé thdng, khoa hoc
nhén thic va diéu khién hoc véi su hidu biét sdu sic vé bdi canh xa hoi va gid
tri con ngudi. DAy khong chi 1a nghién ctru Al truyén thdng, ma con md rong
sang cach tri thong minh vin hanh trong hé théng van héa va gia tri. Giéng
nhu y hoc hién dai da vugt ra khéi nghién cttu sinh hoc dé xem xét cé céc yéu
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t6 xa hoi tadc dong dén stic khoe, Khoa hoc Tri thong minh ciing can tich hgp
ca ky thuat va yéu t6 con ngudi ngay ti giai doan dau.

Tit nén tang khoa hoc nay, chu trinh STE tién téi giai doan chuyén héa cong
nghé, noi cac nguyén 1y 1y thuyét duge dép dung vao thuec tién dé xay dung hé
théng AL DAy 1a giai doan then chdt, bién nhitmg hiéu biét triru tugng thanh
md hinh thiét ké c6 kha nang tao ra tac dong tich cuc mot cich tu nhién.

Thay vi phat trién cdc hé théng can rang budc dao diic bén ngoai dé tranh giy
hai, chiing ta c6 thé thiét ké ngay tir dau nhiing kién tric AI huéng dén lgi
ich xa hoi. Vi du, thay vi lién tuc diéu chinh thuét toin dé xuit dé gidm thiéu
st phan cuc, ching ta c6 thé thiét ké ngay tit dau cic hé théng khuyén khich
tuong tac ¥ nghia va thic day su hiéu biét 1dn nhau.
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Hinh 7. Chu trinh STE m& rong cho Khoa hoc Tr{ thong minh. Chu trinh Khoa hoc
- Cong nghé - Ky thuat (STE) tich hop céc gid tri xa hoi v binh ding toan cau vao
ting giai doan phét trién. Céc 16p bén ngoai cho thiy céch hop tac qubc t&, quyen tiép
can binh diing va ning luc dia phuong cling ¢d qué trinh phét trién ky thuat ¢t 16i,
tat c& déu dugc dinh hudng béi muc tiéu ré rang vé ning luc va gia tri.

5. Trién khai Khoa hoc Tri théng minh: Két ndi toan
cau, thuc thi dia phuong

Viéc dua Khoa hoc Tri thong minh tit 1y thuyét vao thuc tién toan cau doi héi
mot chién luge trién khai bai ban, c¢6 kha ning két ndi cdc ngudn luc va nhu
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cau da dang giita cic khu vic. Qué trinh nay khong thé chi dimg lai 6 mo hinh
chuyén giao cong nghé truyen théng ma can xay dung moét hé théng phét trién
phan tén thuc sy, dong thoi ddm bao tinh khoa hoc chat ché va trach nhiém
x4 hoi. Hinh 8 minh hoa céch chién lugc trién khai tao ra mot vong tuan hoan
lién tuc gitta hiéu biét khoa hoc, phuong phép kiém chiing va tng dung thuc
tién, tat cd déu huéng dén nhitng muc tiéu ro6 rang vé ning luc va dinh huéng
phét trién.

Trong tdm ciia sy chuyén déi nay 13 Quy Khoa hoc Tri théng minh Quéc té
(International Intelligence Science Foundation), déng vai tro 1a trung tAm diéu
phdi thay vi mot co quan kiém sodt. Quy nay két ndi mang lusi céc Trung tam
Xuéat sdc Khu vic!!, noi mdi trung tam déng gép nhitng géc nhin va thé manh
riéng vao khung phat trién chung. Khic véi céc sing kién khoa hoc qudc té
trude day von tap trung nguon luc vao mot sé it t6 chiic hang dau, mo hinh
phéan tén nay gitp dam bao ngay tit ddu rang su phat trién sé phan énh ding
nhu cau va dac thi ciia timg khu vie.

Scientific Foundation

Systems

Practical Implementation

ducational Prograr

Hinh 8. Chu trinh trién khai Khoa hoc Tri thong minh. Su tuong tac lién tuc gitta
nén tang khoa hoc, khung kiém chitng va trién khai thuc tién tao thanh mot chu trinh
tur cting ¢6. Co ché nay dam bao qua trinh phét trién luén dua trén co sé khoa hoc
vitng chiic, ddng thdi ¢6 kha ning thich ting v6i nhu cau va trai nghiém thuc té.

Chién lugc trién khai duge thuc hién trén ba cAp dé quan trong—phét trién
thé ché, xdy dung ning luc va khung quan tri—mdi cip d6 hé trg 1an nhau
thong qua phan hoi lién tuc va diéu chinh thich tng.

Khung thé ché bit dau véi viéc thanh lap cédc Trung tAm Xuét sic Khu vuc,
duge dit tai nhitng khu vie ¢6 bdi canh van héa va kinh té khac nhau. Nhitng
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trung tdm nay khong chi 1a cac vién nghién ctu truyen thdng ma con 1a nhitng
trung tam nang dong, noi nghién citu khoa hoc két néi truc tiép véi tmg dung
thuc té. O chau Phi, cic trung tAm cé thé tap trung vao phat trién hé théng tri
thong minh da ngdén ngit dé thu hep khoang cach gitta cac cong dong ngdn ngit
khéc nhau. Tai Nam A, nghién cttu ¢6 thé hudéng dén xay dung céc kién trac tri
thitc két hop gitta tri tué truyen théng va cong nghé hién dai. Mdi trung tam
phét trién chuyén moén theo thé manh dia phuong, dong thoi déng gép vao su
hiéu biét chung trén pham vi toan cau.

Xay dung nang luc khong chi don thuan 1a chuyén giao cong nghé ma con tao
ra khé niing phat trién thuc su tai ting khu vuc. Qua trinh nay bt dau véi
cac chuong trinh gido duc toan dién, tich hop nén tadng khoa hoc, ky niang ting
dung thuc tién va hiéu biét sau sic vé tdc dong xa hoi. Nhitng chuong trinh
nay can linh hoat dé phu hop véi timg bdi canh vin héa nhung van dam bao
céc nguyén tac khoa hoc ¢t 16i. Cac truong dai hoc hop téc v6i doanh nghiép
dé tao co hoi dao tao thuc hanh, trong khi cic nén ting truc tuyén gitp mé
rong kha nang chia sé tri thic gitta cdc khu vuc.

Khung quan tri ¢6 1& 14 khia canh déi méi nhat trong qué trinh trién khai.
Thay vi 4p dit quy dinh sau khi phét trién, khung nay thiét 1ap ngay tir dau
céc nguyén tac va phuong phap kiém chtng dé dinh huéng su phét trién. Diéu
nay bao gom:

« Céc khung kiém chting gitip ddnh gia kha niang cong nghé va tic dong xa
hoi

e Quy trinh phat hién sém va khic phuc cic van dé tiém an

e Tiéu chuan do luong anh hudng trong nhiéu bdi canh khac nhau

o Co ché dam bao moi ngudi déu c6 quyen tiép can binh ding v6i cong
nghé cot 16i

Nganh céng nghiép giit vai trd quan trong trong chién luge trién khai nay,
nhung theo mét mo6 hinh hoan toan khic so véi cach Al dang dudc phat trién
hién nay. LAy cdm htng tit nganh duge phdm—ndi cdc cong ty can bang gitta
lgi ich kinh doanh va trach nhiém d6i véi sitc khde toan cau—ching ta can
nhitng mé hinh kinh doanh méi vita khuyén khich chia sé nghién cttu nén tang,
vita duy tri 1gi thé canh tranh. Céch tiép can hop téc nay gitip day nhanh tién
b6 ma khong dé mot sb it tdp doan doc quyen cac nang luc quan trong.

L trinh trién khai vita phai hanh dong kip thdi, vita bdo dam phét trién c6 hé
théng. Giai doan dau tap trung xdy dung nén tang vitng chic—thanh 1ap Quy
Qubc té va cac Trung tam Khu vue dau tién. Pay 1a bude dém dé md rong cac
chuong trinh gido duc va phat trién cic khung kiém chimg chung. Khi ning luc
duge nang cao, viéc trién khai sé md rong sang nhiéu khu vice va ting dung hon,
v6i mdi giai doan ké thita nhitng bai hoc tit truéc. Nhu minh hoa trong Hinh 9,
mang luéi Trung tam Khu vuc hoat ddng déc 1ap nhung duge Quy Khoa hoc
Tri thong minh Qudc té diéu phdi sé thiic day hop téc toan cau ma van bao
dam tinh ty chi cta tung dia phuong.

Thanh cong doi hoéi hanh dong ngay trén nhiéu mat tran:

1. Thanh lap Quy Khoa hoc Tri théng minh Qudc té véi co ché dieu phdi 6
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Hinh 9. Chu trinh trién khai Khoa hoc Tri thong minh. Su tuong tac lién tuc gitta
nén tang khoa hoc, khung kiém chitng va trién khai thie tién tao thanh mét chu trinh
tur cting ¢6. Co ché nay dam bdo qua trinh phét trién luén dua trén co sé khoa hoc
vitng chiic, ddng thdi ¢ kha ning thich ting v4i nhu cau va trai nghiém thuc té.

rang
2. Trién khai thit nghiém céc Trung tam Xudt sic Khu vuc trong nhitng bbi
canh khéac nhau dé kiém chttng mo hinh phat trién phan tan
3. Xay dung céc chuong trinh gido duc toan dién, c6 thé nhanh chéng diéu
chinh theo dédc thu tung khu vuc
4. Phét trién cic khung kiém chimg ban dau, vita ton trong su da dang quan
diém vita ddm bao tinh khoa hoc chit ché
5. Hop tac v6i doanh nghiép theo mé hinh phat trién chung méi
Céanh ctta dé thiét lap mot mo hinh phét trién bao trim van con, nhung dang
dan thu hep khi AT tiép tuc dugc phét trién theo céc khudén méu cii. Tuy nhién,
chinh thach thitc nay ciing mé ra co hoi chua timg c6. Néu ap dung Khoa hoc
Tr{ thong minh theo m6 hinh phan tén, ching ta c¢6 thé dam béo AI khéng chi
phuc vu mot nhém nhé ma con gép phan nang cao nang lic con ngudi trén
toan xa hoi, thay vi lam gia ting khoang cach toan cau.

6. Pinh hinh tuong lai ctia tu duy va nhan thac: Mot
ky nguyén phuc hung mdéi v6i Khoa hoc Tri thong
minh

Ching ta dang dtng trudc moét thoi khic quan trong trong lich sit nhan loai,
noi st phét trién cta tri thong minh nhan tao vita mang dén nhiing rii ro chua
timg c¢6 vita mé ra nhiing cé hoi phi thudng. Nhitng thach thiic ma ching ta
d6i mat—tir tinh trang phan cuc ngay cang sdu sic dén bat binh ding nhan
thitc ngdy mot gia tang—khong phai 1a hé qua tat yéu ciia tién bo cong nghé,
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ma 13 két qua clia mot su phét trién thiéu nén ting khoa hoc vitng chéc. Khoa
hoc Tri théng minh chinh 1& khung 1y thuyét giip bién nhitng thach thic nay
thanh dong luc thic day su tién bo toan cau.

Lich st da ting ching kién nhitng cuoc cdch mang khoa hoc dinh hinh thé
gi6i, va nhitng bai hoc tit qué khit ¢6 thé soi sang con dudng phia truée. Nhung
lan nay, tam anh huéng clia cudc cach mang la hoan toan khac biét. Néu cudc
cédch mang cong nghiép nang cao ning luc thé chat clia con ngudi, con cudc
ciach mang s6 mé rong kha nang xi Iy thong tin, thi Al cé tiém nang ning tam
chinh tu duy ctia nhan loai. Pay khéng chi la viéc tao ra nhimg céng cu manh
mé hon ma con 1a xdy dung nhitng dbi tdc nhén thitc thuc su, gitp con ngudsi
giai quyét céc thach thitc 16n nhat—tir bién d6i khi hau dén gido duc, tir y té
dén sy hoa hgp xa hoi.

Chu trinh Khoa hoc — Céng nghé — K§ thuat khong chi cung cdp mot mo hinh
phét trién ma con 14 kim chi nam dé ddm bao rang qué trinh ning cao ning
lic nhan thittc nay mang lai 1oi ich cho toan nhan loai. Néu dudc 4p dung mot
cach hé théng, cdc nguyén tic khoa hoc c6 thé gitip bién nhitng hé théng Al
hién nay—voén chi ding lai 6 mttc nhan dién mau—thanh nhitng déi téc thuc
su, ton trong quyen tu chi clia con ngudi va thic day su phét trién chung. Mo
hinh phat trién phan tdn dam bao rang nhimmg loi ich nay khéng bi tip trung
vao mot sb it t6 chite, tranh nguy co phan héa nhan thic toan cau vinh vién.

Tuy nhién, su chuyén d6i nay khong chi phu thudc vao tién bd cong nghé ma
con doi héi mot cach tiép cAn hoan toan méi dbi véi su phat trién cong nghé.
Quy Khoa hoc Tri théng minh Qubc té va mang ludi cadc Trung tam Xuat sic
Khu vige khong chi 14 mét cAu tric t6 chitc, ma con 1a hinh mau cho mét mé
hinh hop tac khoa hoc toan cau méi. Mé hinh nay thita nhan rang tri thong
minh—dtt 14 tu nhién hay nhan tao—chi thuc su phat trién khi duge nudi dudng
béi sut két hop gitta nhiéu géc nhin va trai nghiém da dang.

Con dudng phia trudce dit ra nhitng thach thitc cAp bach. Viéc xdy dung ning
luc khoa hoc phén tan trong khi vAn ddm bao tdc dd phat trién nhanh chéng
doi héi nhitng hinh thitc hgp tac méi gitta hoc thuét, cong nghiép va chinh phi.
Viéc thiét 1ap cdc khung kiém chimg vita ddm bao tinh chit ché vé khoa hoc
vita ton trong su da dang quan diém doi héi nhitng mé hinh quan tri sing tao.
Viéc ddm bdo moi ngusi déu cé quyen tiép can cong nghé cot 16i ma van duy
trl dong luc doi méi can dén nhitng mo hinh kinh doanh méi.

Nhung thsi diém hanh déng 13 ngay bay gis. Cach chiing ta dinh hinh su phat
trién ctia AI hom nay sé anh huéng dén tu duy ctia nhan loai trong nhiéu thé
hé sau. Khong giéong nhu nhitng cudc cich mang cong nghé trudc day—khi con
ngudi c6 thoi gian dé thich nghi dan—tdc do va mitc d6 d&nh hudng ciia Al doi
hoi st phéi hop chat ché ngay tit bay gio dé dam bao mot tuong lai tét dep
hon cho tat ca.

Khoa hoc Tri thong minh mang dén mét khung ly thuyét dé dinh huéng su
chuyén déi nay, nhung thanh coéng ctia né phu thudc vao su cam két clia cac
bén lién quan trén toan cau. Néu chiing ta ciing nhau xay dung nén tang khoa
hoc vitng chic va ddm bdo mot su phat trién cong bang, Al sé khong chi 1a
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mot thanh tuu cong nghé ma con tréd thanh dong luc thic day mot ky nguyén
phuc hung méi—mot ky nguyén nang cao tiém ning con ngudi va thic day su
hiéu biét gitta céc xa hoi.

Lua chon truéc mét da ro rang: Hodc ching ta dé Al tiép tuc phat trién theo
quy dao hién tai, lJam tram trong thém su phan héa va chia ré& toan cau, hoic
chiing ta dén nhan Khoa hoc Tri théng minh nhu con dudng dan dén mot tuong
lai noi cong nghé thuc su phuc vu su phét trién chung ctia nhan loai. Khung 1y
thuyét da san sang, nhu cau cap bach hon bao gid hét, va co hdi nay la chua
ting c6. Thoi khic quyét dinh da diém.
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Gidi thiéu. Day la ban dich tiéng Viét cia bai viét “Heisenberg in Helgoland” ciia tdc gid Ashutosh
Jogalekar. Bai viét néi vé mot su kién xdy ra nam 1925: Heisenberg tim ra co hoc lugng . Nhan
dip Nam co hoc lugng ti (ciia Lién Hiép Quéc), toi (Pam Thanh Son) phéng dich lai bai nay (cé
st dung cong cu Google translate).

By Carsten Steger - Own work, CC BY-SA 4.0, https://commons.wikimedia.org/w/index.php ?curid=107376767
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1. Md& dau

Mit troi dang lin trén bau troi khong mot gon may. T ding xa, tiéng chim
hai au inh 6i vong lai. Khong khi trong lanh va tuci mat. MG md & chén troi,
dat lien nho lén tit dai duong mau xanh.

Anh hit vao mot 1ong nguc day khong khi trong lanh ctia budi t6i, nhu hit mot
licu thubc tién, r6i thé phao nhe nhém. Khéng khi & day sé gitip anh vugt qua
con di tng phan hoa da hanh ha co thé anh suét bén ngay qua. Vi con bénh
nay ma anh da phai lam mot chuyén di r5i xa dat lien dén v6i mom da nhd
mau dé ruc & Bién Bic. 0 day, anh sé& thoat khoi khong chi con di ting phan
hoa, ma con ca Niels Bohr, ngudi thay huéng dan clia anh. Ngoi trén tang d4,
anh nhin ra khoang khong xanh tham.

Da nhiéu thang, Bohr theo anh nhu mot cai béng, mot can bénh té hai nhu
bénh di tng. Moi chuyén bit dau khodng mot nam trudc; khong, thuc ra, né
bt dau ldc anh con 1a mot dia tré. Cha anh, mét hoc gid uyén bac nhung
nghiém khiic, da bat anh va anh trai ganh dua véi nhau nhu hai kinh dich.
Ngay c& bay gio mbi quan hé gitta anh véi anh trai ciing van con doi chit cang
théng, nhung cudc canh tranh khéc liét d6 da tao ra it nhit mot két qua cé
hau: niém dam mé todn hoc va vat ly, diéu dang mang lai cho anh mot niém
vui manh liét.

Anh nhé lai nhitng ndm théng chién tranh, khi nuéc Ptic nam trén bd vuc
thdm, hét cude cdch mang ndy dén cude cich mang khic de doa phé nat nén
tang xa hoi. Lac d6, vat 1y 1 noi an ndu duy nhat cia anh. N6 da nang dé anh
khi d6, va né sé ndng dG anh lic nay.

Gid nhu c6 thé hiéu dugec Bohr mubn gi. Bohr khéng phai 13 ngudi thay
huéng dan dau tién ctia anh. Vi trf d6 thuoc vé Arnold Sommerfeld & Munich.
Sommerfeld 14 mét ngudi dan éng vi mot bo ria cat tia hoan hao dén mtic ma
anh Pauli ban anh goi 6ng 1a “ngudi si quan Hussar”. Sommerfeld hay cho sinh
vién ctia minh ddm chim vao nhitng vin dé vt Iy méi nhat & chinh nha 6ng,
noi nhitng cudc thao luan thudng kéo dai dén tan khuya. Nhitng cudc thio ludn
cting mot lac vé vat 1y, chinh tri va triét hoc. Anh khéng gan giii véi cha dé
cua minh; Sommerfeld méi la ngudi déng vai tro ngudi cha trong cude dsi anh.
Ciing trong 16p Sommerfeld day, anh da gdp ngudi ban chan chinh dau tién —
Wolfgang Pauli. Pauli rat chat vat véi viéc di hoc budi sdng vi budi tbi cau ta
du rat nhiéu céu lac bo, tiéc ting. Anh thich chuyén tro that lau véi Pauli;
Pauli hay khen anh 1 “tréng thé ma khong ngu 1m”. Chinh Pauli 14 nguoi da
huwéng anh tranh xa thuyét tuong déi va huéng t6i linh viie méi va thi vi nhat
trong vat 1y — Iy thuyét luong ti.

Thuyét Iuong tit 14 dta con tinh than ctia nhiéu ngudi, nhung Bohr duge coi
cha d& dau ctia né, ai cling ngudng md déng. Chinh Bohr 14 ngudi dau tién dua
khai niém gidn doan vao vit 1y nguyén tit. Ong 1a ngudi dau tién giai thich
duge nguyén tit don gidn nhat, nguyén tit hydro. Hon thé, Bohr gan nhu bi ma
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am trong viéc hiéu thuyét luong tit va truyen ba cac nguyén 1y ctia né cho cac
nha vat 1y tré nhu anh.

Béng téi dan budéng xudéng khi anh tit tdng da budc xudng va di vé quén tro.
Anh mim cudi nhé lai 1an dau tién gip Bohr. Sau chién tranh, Ditc 1a qubc gia
bi ghét bé nhat trén thé gisi. Khéng ai muén giao luu véi nuée Pic. Higp wdc
Versailles da &p dit cdc bién phép ha khic 1én nén kinh té vén da bi tan phé
ctia Dtic. Sao ngudi ta c¢6 thé nhan tdm nhu vay? Nhu mot chinh khéch, Bohr
1a mét trong s6 rat it ngudi da dua ban tay ra véi dat nuée ciia anh. Bohr néi:
Chién tranh 13 chién tranh, nhung khoa hoc 1a khoa hoc. Su trong sing clia
khoa hoc khéong thé bi xAm pham bdi nhiing thiéu sét ciia nhan loai. Pai hoc
Gottingen da mai Bohr dén dé bt dau mdi quan hé khoa hoc méi gitta Ptic va
thé gidi con lai. Ngay hom d6 hién 1én trong ky tic ctia anh, rdo rang nhu bau
khong khi xung quanh. Mt hoa hdng thoang thodng qua cita s6, khan gid dimg
ngoi trén bé cira s6, tiéng chudng nha ths thoi trung ¢d ngdn vang & dang xa.

Bita d6 Bohr gidng vé mot diém tinh té lién quan dén quang phé ma 1y thuyét
luong t1t clia dng gidi thich duge. Nhung 16 rang 1a c6 mot chd 6ng sai vé todn
hoc. C6 ai nita ngoai anh nhan ra cho sai nay khong? Loi d6 1a mot 16i co ban,
khong xtng dang véi Bohr. Sau nay anh mdi biét Bohr 1& mot nha toan hoc
giéi nhung khéng dic biét xuit sic. Thé manh clia 6ng 1a truc gidc vat 1y va
triét hoc, con nhiing van dé toan hoc éng dé lai cho nhitng ngudi thap kém hon,
nhitng ngudi tré éng goi 1a trg 1y khoa hoc. Tit hang ghé sau, anh chi ra chd
sai va dua ra mot vai binh luén khéc. Lic d6 anh méi hai muoi tudi. Bohr vui
vé nhan 16i. Sau budi néi chuyén, khi anh sip ra vé, Bohr tim dén anh va mai
anh di dao v6i 6ng. Di bo va dam dao la sé trudng ctia Bohr.

Anh vao Bohr leo 1én mét ngon do6i gan trudng dai hoc roi thao luan vé cic van
dé ctia vat 1y nguyén tit trong mot quan ca phé gan dé. Anh cdm thay minh c6
thé trao tron tAm hon cho Bohr. Sau khi hoc xong & Munich, anh mudn dén
Copenhagen ngay, nhung Sommerfeld bdo la chua nén. Sommerfeld bao Bohr
14 mot nha vat 1y xuét sic, nhung & giai doan nay, mot cach tiép can vat 1y
nguyén ti chat ché va toan hoc hon sé t6t hon cho anh. Ngudi t6t nhat c¢é thé
huéng dan anh vé dieu nay 1a Max Born ¢ Géttingen. Max Born bi tinh hay do
du va déi khi hoi qué nhay cdm dbi véi nhitng 16i chi trich, va hay qué kinh sg
hoc tro, nhung khong ai cé thé két hgp nhiing kién thiic vat 1y véi su nghiém
ngat todn hoc nhu 6ng. Born sé gitip anh lam quen v6i céc ki thuat hinh thic;
hoc xong nhitng tht ndy anh c¢6 thé danh thoi gian v6i Niels Bohr vao nhing
van deé triét hoc. Ngusi ban Pauli ctia anh da ting 1a trg 1y ctia Born va bao
Born 1a ngudi thay hang nhat. Tuy nhién, Pauli ciing canh béo 1a Born hay doi
giap mat lic sang sém, mot thit khé lam v6i Pauli dén ndi Born da timg phai
cit osin dén danh thiic ciu ta day.

Anh tring soi sdng con dudng trudc mit anh, vi hon ddo nhé bé nay rat it
nguon sang nao khac. Day chinh 14 diéu anh thich nhéit & noi nay. Rat it ngudi,
rat it 4nh sdng, hau nhu khong c6 ai dé néi chuyén, nhung c¢é rat nhiéu chd dé
di b6 va boi. Va khong khi, khong khi trong vat, dudng nhu duge ai d6 lam ra
chi dé lam sach dudng mili vd mang nhén trong tam trf anh. Con di ting phin
hoa ctia anh dudng nhu da hoan toan hét. Anh c6 thé doc Goethe va suy nghi
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veé vat 1y bao nhiéu cling dude. Khi dén quén tro, anh chao ba chii nha tro. Bén
hom trude khi anh méi t6i ba nay da kinh hoang khi thady khuén mat sung vi
ctia anh. Ba héi 1a ¢ phai anh vita ddnh nhau véi ai khong. Pang budn 1a au
da chinh tri khong phai 1a chuyén hiém & Dttc. Sau bita &n nhe gom xic xich
va banh khoai tdy, anh vé phong nghi ngai.

0 Munich, dé lam luan 4n tién si, anh chon mét chii dé khéng gy tranh cai
1a dong luc hoc chat léng. Thé ma ky thi cudi lai 1d mot tham hoa, anh nhiu
may nhé lai. Mot gidm khao, Wilhelm Wien, héi anh mot cau kha co ban ve
do phan gii clia kinh hién vi. Anh khong nhé cong thtic va bi nham 1an mot
cach v6 vong khi tim cach suy dién lai cong thitc nay. Anh dang cb giai quyét
cac van dé tuyén dau ciia ly thuyét lugng ti; tai sao lai ¢t bi hdi nhitng cau
danh cho nhitng sinh vién dai hoc hang hai? Nhung Wien kién quyét khong
buéng tha anh, va cudi cliing Sommerfeld phai nhdy vao dé dam bao véi ban
giam khéo rang hoc tro ctia minh chiic chin du trién vong dé duge trao bang
tién si. Anh dugc diém vira di dé qua. Piéu nay van lam anh khé chiu.

Anh thu xép hanh 1y va di thang tit Munich dén Gottingen. Mot phan 1a dé
bat dau nghién ctu 1y thuyét luong t& ngay lap tic, nhung mot phan khac 13
dé thoat khoéi tam trang bi quan dang bao trium lén xa héi Dic. Ndm vita qua
anh da phai chiing kién lam phét chua timg c6 lam té liét dat nude than yéu.
Vao ltc dinh diém, mot d6 la My cé gié tri 1én t6i mot nghin ty mac. Ngudi ta
mang ca mot xe day day tién dé chi déi 1y mot 6 banh mi hoiic mot it khoai
tay. Ngudi ta con dung tién lam gidy dén tudng cach nhiét trong nha. Pat nudc
anh c6 xting dang phai chiu nhitng diéu nhu thé hay khong? Mdi lan nghi vé
tinh hinh dit nuée, mit anh néng 1én vi titc gian. Gi thi gi, anh s& cho thé giéi
biét rang nuéc Ptic vAn khong thiéu nhan tai khoa hoc.

Sau moét thoi gian lam viéc v6i Born va lam quen véi cac cdng cu toan hoc
co ban clia vat 1y nguyén tit, cubi cing anh ciing dén dugc Copenhagen. May
thang qua 1a khoang thdi gian hanh phiic nhat trong cudc dsi anh. Bohr da tao
ra mot bau khong khi ma tinh than dong doi con vugt xa ca cdc budi hdi théo
ctia Sommerfeld. Nhitng ngay & d6 tran ngap nhiing cudc thio ludn siu sic vé
khoa hoc va triét hoc, nhitng cudc di dao trong céong vién Faelledparken phia
sau vién va céc tran béng ban. Budi téi danh cho giai tri v6i Bohr va ngudi vo
t6t bung Margarethe clia 6ng bang dan piano véi Beethoven va Schubert, von
14 niém dam mé tiép theo cfia anh sau vat Iy. Tham chi con hon cd Sommerfeld,
Bohr da tré thanh mot ngudi cha déi v6i anh. Ban tinh than thién, ndi 4&m &anh
v6i 1y thuyét luong tit va su nhanh nhen vé thé chat; tit ca nhimg didu nay déu
rat an tuong. Ong di cau thang hai bac mot, va khong ai ¢6 thé thing éng &
moén béng ban.

Nhung anh cling da gap phai nhitng khia canh khac ciia Bohr ma truéc day
anh khong biét. Bohr rat nhe nhang trong cdc méi quan hé cd nhan, nhung
trong viéc tim chan 1y khoa hoc, 6ng c6 thé trd nén hung dit, dai nhu dia, tan
nhan. Ban than anh da cé lic nghi ngd mot sd diéu nhiéu ngudi biét trong vat
1y nguyén tit, nhung Bohr thi lién tuc chat vin anh vé ban than su ton tai ciia
céc dic tinh ctia electron va photon — 6ng ctt lién tuc chat van dén tan dém
ngay cé sau khi anh da kéu mét. Diéu nay da khién anh suyt khéc. Nhu thé
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nhitng cudc tra héi ciia Bohr chua dt, sau lan cudi anh gip Bohr da c6 méot hat
khéc, tit truée dén nay chua ai biét dén, xAm nhép vao quy dao ctia Bohr. Tay
nay tén 1a Hendrik Kramers, ngudi Ha Lan, hoat bat, hiéu biét vé toan hoc,
biét néi bén thit tiéng va biét choi ca piano 1an cello. Da ting vat 16n véi tiéng
Dan Mach va tiéng Anh, anh thay that khé ma khéng ghen ti v6i Kramers.
Gitta ho da phat sinh ra moét sy ganh dua, nhu hai anh em tranh gianh sy cha
y clia ngudi cha.

Trong khi anh dang hoan thién ban ludn 4n tam thudng ctia minh vé dong luc
hoc chat léng, Bohr, Kramers va mot nghién cttu sinh sau tién si ngusi My tré
tén 1a John Slater da xdy dung dudc mot bitc tranh kha hip dan veé electron
trong nguyén tit. Trong bitc tranh nay electron la mot tap hop céc vat thé giéng
nhu cc con lic. Thuat ngit k§ thuat cho con lic 1a dao dong tit diéu hoa. Céc
dao dong t& rung véi tan sb tuong ting véi cdc chuyén ddi clia electron gitta
cac trang thai khdc nhau trong nguyén tit. Bohr va Kramers sit dung cic dao
dong t nay nhu mot cach biéu dién thuan tién dé hinh dung nhiing gi dién ra
bén trong mot nguyén tit, nhung ho van quan tdm dén cac tinh chat co ban ai
ciing biét — vi trf va van téc. Anh dude yéu cau xem xem cé thé lam gi trong
mo6 hinh ctia Bohr va Kramers.

Réc rbi bat dau tit ddy. Anh thich ¥ tuéng st dung céc dao dong ti dé biéu
dién hat electron. Céc dao dong tit duge biéu thi bang mot céng tu toan hoc
néi tiéng goi 1a chudi Fourier. Trong thsi gian lam viéc véi Born anh da lam
quen vé6i chudi Fourier. Nhung khi anh chén cdc cong thitc cho chudi vao cic
phuong trinh chuyén déng thi mdi con sb don 1é sinh s6i ndy nd lén mot cich
ky la thanh mét danh sich céc s6. Méi lan anh loai bé mot s6 con sb thi nhitng
con s6 khac lai moc 1én nhu ndm, nhu dau clia mot con rén trong truyén than
thoai Hy Lap. Anh da thi& du cdc thi thuat dai s6, 1ap day hét bang nay dén
bang khic bang tro 4o thuit sb, ma khong tién gan hon duge mét chit nao
nao dén viéc bicu thi bat ky dai lugng vat 1y nao. Va r6i, dét nhién, gibng nhu
mdt con gié ti Bién Béic, anh bi mét con di ing phan hoa ning hon tat ci céac
lan truéec ma anh nhé. N6 khién anh mat ngt vao ban dém, chodng ving vao
ban ngay. N6 khién cho viing lay clia cdc con s6 trong 16n hon trén thuc té.

Anh thay minh chiu dung thé la di. Da dén phai hoi phuc lai vé mét tinh than,
anh tut nhii. Mém d4 nhd véi sé lugng phan hoa rat thap 1a diém dén wa thich
cia nhitng ngudi mic bénh. P6 1a noi anh sé dén, tranh xa con di Gng ngdt
ngat va nha kinh tri tué, dén véi nhitng thtt anh yéu thich nhat: dai duong, nui
non va khong khi trong lanh. Anh da biét dén ving dat nay trong cic chuyén
tham hiém v6i nhimg ngudi tré cing nhém hudng dao. O dé, ho da hat nhimg
bai hét vé t& qudc va da c6 nhitmg cudc thio ludn say sua vé long yéu nude, vé
su hdi sinh tinh than va chinh tri ciia nuée Dite. O d6 anh cdm thiy nhu & nha
minh.

Anh séng trén tran nha nhdp nhdy khi anh bt dau nghi vé cdc dao dong, vé
tan s6, vé electron. Lam sao ta biét dudc bén trong mdt nguyén tit ¢ cai gi?
Va dot nhién anh hiéu ra van dé. Lic d6 anh thay ¥ tudng dén v6i anh nha mot
tia sét, chi sau nay anh méi nhan ra dé 1a mot phan ctia mot chudi cic trang
thai tinh than, mot tia sang lée lén nhung chi gidn doan nhu nhitng chuyén déi
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ctia electron. Lai mot lan nita: 1am sao ta biét dudc bén trong nguyén ti c6 cai
gi? Khong ai nhin thiy mot nguyén tit hay electron; chiing khong thé quan sat
duge. Nhung ta biét ching cé théat vi ta quan sit dude nhitng tac dong hitu
hinh ctia ching. Tt lau, cic thuc thé khong quan sat duge da tréd thanh mot
phan ciia khoa hoc. Da c6 ltc khéng ai biét bén trong mit trdi cé gi. Nhung
cic nha khoa hoc — trong s6 d6 cé cac nha khoa hoc ngusi Ditc — da tim ra
dugce qua tan s6 ciia cac vach quang pho, cdc vach nay chi ra su c6 mit cla
mdt s6 nguyén t6 nhat dinh. Quang phd hoc ciing déng vai tro tdi quan trong
trong su phat trién ciia Iy thuyét nguyén tit. Ban than Bohr ciing da ching t6
su thanh cong ciia Iy thuyét nay qua viéc dung né dé giai thich cic vach quang
phé ciia hydro.

Anh 1tii lai mét bude dé nhin toan canh tit mot géc nhin méi, dé nhin ca khu
ring thay vi nhin vao ting cai cdy. Nhitng gi ching ta thay chi 1a cdc vach
quang phé va khong c¢é gi khac ngoai cic vach quang phd. Ching ta khong
thay vi trf clia electron; ching ta khong thay dong luong ctia né. Vi tri va dong
lugng c6 thé 1a céc dai lugng quan trong nhat trong vt 1y ¢6 dién, nhung d6
14 vi ta c¢6 thé do duge ching. Trong trudng hop nguyén tit v electron, tat ca
nhitng gi ching ta thay chi 14 tan sd ciia cdc vach quang phd. Nhitng gi ching
ta khong thiy thi chiing ta khong biét. Vay thi tai sao lai cit gid vo sit dung
n6? Tai sao lai cit gid vo tinh todn n6? Cac tan s6 1a cac dai lugng quan sat
dugc. Tai sao khong stt dung chiing nhu céc bién s6 chinh, va coi vi tri va dong
lugng 13 céc dai lugng thit cAp? Anh van 1a mot nha todn hoc xuét sic, nhung
gi¢ anh nghi vé khia canh vt 1y clia vin dé. Pay 1a mot su thay déi co ban
ctia hé quy chiéu, truge day da duge Einstein dua ra mot cach rat dang nhd.
Van dé 1a viéc biéu dién vi tri va dong luong dudi dang chudi Fourier va tan s6
van dan dén mot danh sich cac con s6 thay vi mot con s6 duy nhat thu dugc
bang phép nhan. Nhung day 1a noi truc gidc vat 1y cia anh tré nén rat quan
trong. Ta c6 thé biét s6 nao trong danh sich can gitt lai va s6 nao can loai b
dua trén viéc ching cé biéu dién su chuyén déi gita cdc trang thai ning luong
thuce trong nguyén tit hay khong. Thong tin d6 cé san va ngam dinh trong tan
sb6 ciia cic vach quang phd. Thién nhién sé 1ap lai trat tu trong cai tam thoi
trong nhu mot cude diéu hanh clia cac con so.

Cudi cting da dén lic anh st dung céch tinh la ling ctia minh dé tinh ning
lugng ciia moét hé vat 1. Do qua phan khich, anh lién tuc méc 15i r6i lai sta,
nhung cudi cting anh da cé két qua. Nhin vao két qui, anh v6 cling vui ming
va kinh ngac. Tt diéu nhay ctia cac phép tinh, cau trad 16i cho nang lugng cia
hé da hién ra, nhung diéu quan trong la ning luong nay chi c6 thé § trong
mot tap hop han ché céac gid tri. Chi v6i mot phép tinh, anh da kham pha lai
phét biéu nguyén thiiy ctia Max Planck cho 1j thuyét lugng t@ ma khong can
stt dung cong thitc nang luong ctia Planck. Mot 1si giai diing dén mitc nhu vy
phai 1a chan ly. Mot 15i giai tao nha dén nhu vay phai la chan ly.

Da gan ba gid sang. Man dém bén ngoai nhu dang siu dan thanh mot vuec
thdm. Anh hau nhu khéng néi chuyén véi bat ky ai trong bdn ngay trén dao,
va gio day dudng nhu tat ca sy im ling d6 dang lén dén dinh diém — mot nhan
thitc cdch mang da tim thay su biéu hién day dd. Ban tay ctia thién nhién va
trf 6c khéo 1éo ciia anh da gidi duge cAu db trudec mit anh, gibng nhu nhimg

44



Tap chi Epsilon, S6 25, 2/2025

chit viét v6 hinh dot nhién hién ra khi 4p dung diing dung dich héa hoc. Nhung
s6 luong khdng 16 ciia cdc tng dung ma anh thiy truéc mit minh that déng
kinh ngac. Lic dau, anh v6 ciing lo 18ng. Anh cé cdm gidc ring, théng qua bé
mat 1a cha cdc hién tugng nguyén t, anh dang nhin vao mét vé dep bén trong
la thudng, va gid day anh sé phai tham do su gidu cé ciia cac cau tric toan hoc
ma thién nhién da hao phéng trai rong truéc mat anh.

Nhung nhiing viéc d6 14 chuyén sau nay. Bay gid anh biét rang anh c6 mot so
do tong quét ctia 1y thuyét lugng tit ¢6 thé dung dé giai quyét bat ky bai toan
cil va mdi nao. Bohr sé hai long, mic di 6ng van sé khing khiang doi stta doi
mot s6 cong thitc clia anh trude khi xuat ban. VA tat nhién anh sé cho anh ban
Pauli xem, ngudi sé cung cap nhitng phép thit nghiém ngat nhat cho tinh ding
dén cta 1y thuyét ciia anh.

Con di ting cia anh dudng nhu da bién mat. Anh cdm thay khoe trd lai. Khong
thay c6 1y do dé c6 ngt vao lic rat muon nay, anh di ing vao chan va lén dudng.
C6 mot mém d4 xa & mii cuc bac clia hon ddo ma anh vAn chua kham phé.
Anh buéce di trong anh sang trude binh minh. Khéng mdét con héi du nao kéu
xung quanh anh, khong mét chiée 14 nao run trén canh. Mot gi sau, anh da
dén chan tang da va tréo lén ma khong tén nhiéu cong siic. Anh ngodi dé mot
ltc 1au cho dén khi nhin thiy nhiing tia ning dau tién xuyén qua bong tdi. Cac
photon anh sang chiéu vao mat anh, kich thich céc chuyén déi electron trong
céc nguyén tit carbon, nito va oxy. Va lic d6, anh 1a con ngudi duy nhét trén
Trai dat biét nhitng qua trinh nay xay ra nhu thé nao.
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VE BAI 5 VMO 2025

VU HONG SON (TRUSNG THPT CHUYEN HUNG VUONG, PHU THO)
Bur HoANG NaM (TrRUONG THPT CHUYEN TRAN PHU, HAI PHONG)

Gié6i thiéu. Trong bai viét nay, ching ta cing nhau trao doi mot so 1 tudng va md rong vé
bai 5 trong ki thi hoc sinh giéi Todn quoc gia Viét Nam (VMO) ndam hoc 2024 — 2025. Luu 1
rang bai viét khong duoc viét theo cdu tric thong thuong, ma sé trinh bdy theo suy nghi cia
nguoi viét: Té da gidi bai todn dé nhu thé nao? Néu ban doc la hoc sinh, cé thé hinh dung
ctng ching minh dao choi qua cdc bai todn, ti dé phan ndo thém yéu thich to hop cing nhu
nang cao tu duy logic.
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»

Bai toan 1 | (Bai 5 - VMO 2025)
Cho mot bang 6 vudng 3k x 3k (k 1a s6 nguyén duong), cac 6 ciia bang
duge danh toa do theo cot va hang: 6 (4,7) nam trén cot thi i tit trai
qua phai va trén hang thit j tit dudi 1én trén. Ngudi ta mudn dat 4k vién
bi vao cic 6 ctia bang, mdi 6 c6 khong qua mot vién, théa man dong
thoi hai dieu kién sau.

o Modi hang va moi cot déu cé it nhat mot vién bi;

o Maoi vién bi nam ciing hang hodc cing cdt véi it nhat mot vién bi
khac.

(a) Xét k = 1. C6 bao nhiéu cach dat 4 vién bi vao bang théa man
cdc dieu kién trén? (Hai cdch dit bi duge coi 1a khdc nhau néu
c6 mot 6 (i, ) c¢6 bi trong mot cdch dat nhung khong c6 bi trong
cach con lai.)

(b) Xét k > 1 tong quat. Xac dinh sd tu nhién N 16n nhat sao cho
v6i mdi cach danh dau IV 6 phan biét trén bang, luon ton tai mot
cach dat 4k vién bi thoa man cac diéu kién trén ma khong cé vién
bi nao dat 6 mot trong N 6 da duge danh dau.

Theo ¥ kién chii quan ctia chiing minh, bai 1 14 mot bai toan rat phit hop
v6i ki thi HSG Qudc Gia nam nay. N6 nam & miic phan loai giai ba, giai
nhi, c6 tac dung dong vién céc ban hoc t6 hop chtt khéng lam nhiéu ban
hoc sinh khiép so t6 hop.

2. Suy nghi tim i giai

Dau tién, dé thuan tién cho viéc trinh bay, ciing nhu cic bai todn md rong
sall ndy, ta sé tém tat yéu cau bai 1 thanh mot Gia thiét P nhu sau:

Gia thiét P: Xép vién bi vio bang 6 vuong thdéa man

(P1) Madi 6 vudng don vi cé t6i da mot vien bi.
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(P2) Madi hang, méi cot déu cé it nhat mot vién bi.
(P3) Madi vién bi cting hang hodc cling cot vdi it nhat mot vien bi khéc.

Bai la. C6 bao nhiéu cdch zép 4 wvién bi vao bing 3 x 3 théa mdn
Glid thiét P.

Nhéan xét: Day c6 thé coi nhu moét ¥ cho diém, khi yéu cau thuc su qué
don gidn v6i cau hinh rat nho: xép 4 bi cho bang 3 x 3. Tuy nhién, néu chi
thuan ty liét ké, ban sé khong thé c6 diém t6i da (khong chig minh dé
1a tat c& cach xép bi théa man). Véi bai toan ndy, dau tién ta can nghién
cttu mot cach xép bi thoa man, sau dé suy nghi xem tat ca cac cach xép
bi thoa méan sé phai cé cau tric ra sao. Dudi day ching toi xin gi6i thiéu
3 céch tiép can.

LJI GIAI

CAcH 1. Vi du mot céch xép théa man

3| e °

2 °

1 °
1 2 3

Theo nguyén 1y Dirichlet, xép 4 bi lén bang 3 x 3 sé& ton tai mot hang
c6 it nhat 2 vién bi. T gid thiét (P2), ta suy ra 2 hang con lai ciing
phai c6 it nhat 1 bi. Do d6, 4 bi phéi xép véi cau tric 1a mot hang 2 bi
va 2 hang con lai, moéi hang ding 1 bi. Lap ludn tuong tu véi cot, két
hop véi (P3), ta suy ra 2 hang ¢6 diung 1 bi thi bi phai cung cot, va
léch cOt v6i bi ciia hang 2 bi.

e Chon hang c6 2 vién bi: 3 cach.

« Chon 2 6 vuong don vi chita 2 vién bi ctia hang vita chon ¢6 C3 =
3 cach.

« Hai bi & hai hang con lai theo lap ludn trén, bit budc phai cling
cOt va ¢ cot khong chita vién bi ciia hang 2 bi, nén ¢6 diung 1 cach
xép.

Theo quy tac nhan c6 3 -3 =9 cach xép bi théa man.

CAcH 2. Xép 4 vién bi 1én bang 3 x 3 thoa man Gia thiét P thi 4 vién
bi budc phai ¢6 2 vién bi cung hang, 2 vién bi cung cot va giao cta
hang va cot dé la 6 khong chita vién bi nao.
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Nhu vay, so cach xép bi vao bang sé chinh 1a so cach chon ra 6 giao ctia
hang va c¢Ot trong lap luan trén.

CAcH 3. Ta quan sat cdc truong hop theo tiing hang.

1. Trudng hop 1. Hang 1 c6 ding 1 vién bi. Luu y ¢6 3 cach xép
bi ¢ hang 1 nay.

(a) Truong hgp 1.1 Hang 2 ¢6
1 vién bi thi hang 3 phai c6 2
vien bi. Truong hop nay xép 3 ® ®
bi 6 hang 2 va hang 3 ¢6 ding
1 cach. 2| e

(b) Truong hgp 1.2 Hang 2 c6
2 vién bi thi hang 3 phai ¢6 1
vién bi. Truong hop nay xép 1 2 3
bi & hang 2 va hang 3 c¢6 ding
1 cach.

Nhu vay, Trudng hgp 1 nay cé 6 cach.

2. Truong hgp 2. Hang 1 ¢6 ding 2 vién bi, khi nay Hang 2 va
Hang 3 déu chi c6 1 vién bi.
Khi d6, Hang 1 c6 3 caAch xép, Hang 2 va Hang 3 ¢6 1 cach xép.
Nhu vy, Trudng hop 2 nay c6 3 cach xép.

Nhu véy, theo quy tic cong, ta c¢6 6 +3 = 9 cach. m

Bai 1b. Xét bing 3k x 3k. Tom N 1én nhat sao cho khi dinh ddu N 6
tuy o (khong thé mép bi vao cdc 6 ddanh dau) thi luén chdc chdn co thé xép
4k vién bi vao bdng théa man Gid thiét P.

Suy nghi: Minh viét lai gid thiét bai 5b VMO mot chit, v6i hinh dung
cac 6 danh dau nhu moét hinh thitc cAm xép bi. Né nhu mot hinh dung
trong dau ctia minh khi doc dé. Tiép dén, véi bai cuc tri t6 hop, minh can
du doén dugc 1 chiéu clia bai toan, véi bai toan trén, néu dao ngudc suy
nghi: Néu cam xzép bi bao nhiéu 6 thi khong thé zép bi théa man? Ta dua
ra dugc mot du dodn ban dau la: néu danh dau 3k 6 theo cliing mot cot
(hodic hang), khi xép bi chac chan sé vi pham gia thiét (P2). Budc tiép
theo, 1a thtt chiing minh Ny, = 3k — 1, nghia 1a néu danh dau 3k — 1 0,
thi luén xép dugc bi thda man. Mot suy nghi rat tu nhién 1a thit dan tu
cac truong hop nhé nhat k£ = 1 dé hiéu bai toan hon, sau dé c6 thé quy
nap hoac cac 16i tiép can khac. Duéi day xin giii dén ban doc 2 15i giai,
cach quy nap cia chung t6i, cach con lai cia tac gia Va Van Luan.
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Lo1 1Al | Ta sé chitng minh Ny = 3k — 1. Néu N > 3k, ta danh dau toan bo
mot hang. Khi nay khong thé xép bi théa man diéu kién Gia thiét P.
Budc tiép theo, ta can chtmg minh

% Véi moi cach danh diu 3k — 1 6 ctia bang, luén ton tai cich
xép 4k bi théa man.

V6i k = 1. Bang 3 x 3 danh dau 2 6 tly ¥, khi ndy ton tai mot hang
va mot cot khong cé 6 nao bi danh dau. Xép 4 vién bi vao cac hang va
cdt d6 (trit 6 giao nhau): Thoa man Gid thiét P.
voi k > 2, ta ¢6 2 cach dé gidi quyét % nhu sau:

Cach 1. Su dung Quy nap. O cich nay, ching toi sé trinh bay theo
mach suy nghi cia minh, chi khong phdi la mot 1oi gidi tiéu chuan.
Chiing t6i tin néu di thi ban trinh bay nhu vdy ciing khong bi tru diém,
com néu ban da quen vdi mot 10i gidi binh thuong, ban cd thé tu doc
hiéu 101 viét lai.

Muc tiéu clia quy nap 1a ban can day bai toan tit k vé k — 1. N6i cach
khéc, dudi day 1a cac van dé ta can quan tam:

Bang 3k x 3k — 3(k — 1) x 3(k — 1)
4k vién bi — 4(k — 1) vién bi
3k — 1 6 danh ddu — 3k — 4 6 danh dau

Do dé, ta can xda di 3 hang va 3 cot théa man
(1) Chita it nhat 3 6 bi danh dau.

(2) Bang con 3 x 3 (giao ctia 3 hang va 3 cot du kién xéa) phai chita
t6i da 2 6 duge danh dau. Diéu nay can thiét dé c6 thé xép 4 bi
vao bang con 3 x 3 théa man Gid thiét P.

Béng con 3(k — 1) x 3(k — 1) va 4(k — 1) vién bi con lai hoan toan la
cong viéc ciia Quy nap.

Dé di tim 3 hang x 3 cot thoa méan, ta quan tAm dén 3 cdt ngoai cing
bén trai. Ban cé nghi tai sao lai la 3 cot nay khong? Thuc ra do vai tro
cac cot la hoan toan mhu nhau, nén chon bua 3 cot thoi, cung may bai
ndy né dé nén ra luon.

1. Trudng hgp 1. 3 cot nay chita it nhit 3 6 dudce danh dau (thoa
man duge can (1))
Khi nay, ta can tim bang con 3 x 3 ¢ 3 ¢6t nay ma chita nhicu
nhat 2 6 duge ddanh dau. (ddm bao can (2) dugc thda man)
Chu ¥ rang 3 ¢ot c6 thé chia thanh k bang con 3 x 3, bén canh dé
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Bai toan 2

LO1 GIAT

chi c¢6 t6i da 3k —1 6 duge danh dau, nén theo nguyén 1y Dirichlet,
ton tai bang con 3 x 3 théa man. Xong.

2. Trudng hgp 2. 3 cot nay chita nhiéu nhat 2 6 dude danh dau,
khi nay tat ca k bang con 3 x 3 trén 3 cot déu thoa man can (2)).
Ta can tim bang con 3 x 3 ma 3 hang tuong tng chtta it nhat 3
6 danh dau. Vi c6 tat ca 3k — 1 6 danh dau trén bang, nén theo
nguyén 1y Dirichlet, ton tai bang con 3 x 3 théa man. Xong.

Dén day, coi nhu ta da gidi quyét xong bai todn theo cach 1.

Huéng dan cach 2: Cam hing ciia cdch nay dén tw tro choi Sodoku -
FB anh Vi Van Luan.

Ta chia hinh da cho thanh & x k bang kich thuéc 3 x 3. Vi chi ¢6 3k — 1
0 ddnh dau nén cé t6i da k — 1 bang 3 x 3 bi danh dau it nhat 3 6, ta
goi cac bang nay 1a bang VO HIEU.

Lic nay hay dé ¥ t6i tro choi Sudoku don gidn véi bang k x k, luén c6
cach sap xép céc s6 1,2,3,. ..,k vao bang sao cho mdi hang, mdi cot co
ding k sb doé.

Quay lai bang ta dang xét, vi chi c6 téi da k — 1 bang VO HIEU, nén
chic chén ton tai k bang khong vo hiéu nao dé dude danh clng sb .
Khi d6 v6i moi bang 3 x 3 nay chting ta chi can dat 4 vién bi mot cach
tlly v sao cho 4 vién bi diy thoa man 2 yéu cau dé bai cho bang 3 x 3
dé6. Nhu vay ta da dat dude 4k vién bi thda man yéu cau dé bai. O

3. Mot bai toan lién quan

T trong cach 2 cua bai 1b, ta tach riéng ra duge mot bai toan tha vi.

Cho bang 6 vuong n x n, trong dé6 ¢c6 n — 1 6 vudéng don vi bi t6 den.
Chting minh rang ta luén c6 thé chon ra n 6 vuéng don vi khong bi t6
den va doi mot khac hang, khac cot.

Thuc ra, 10i giai don gian nhat cho Bai toan 2 cé 1é phai 1a Quy nap,
tuy nhién trinh bay Quy nap c6 lé kha nham chan, bén canh dé ban doc
ciing ¢6 thé dé& dang lam dugc, nén ching t6i gidi thiéu 2 cach sau:

CAcH 1.
Dién cic s6 tu nhién tit 1 dén n lén bang sao cho moi hang, mdi cot
déu c6 di n s6 phan biét tit 1 dén n. Cu thé, 6 (4;7) (hang i cot j) dién
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s6 tsao chot =i+j—1 (mod n). Do ching t6i ludi vé hinh minh hoa,
chit ban doc cd thé hinh dung mét cich dién don gidn la hang 1 dién
cdc s6 tu 1 dén n tu trdi sang phdi, hang 2 zoay vong di mét 6, dién
cdch s6 tir 2 dén n roi dien so6 1 cudi cing, vv...

Céch dién s6 nay phan loai n? 6 vuong don vi thanh n nhém, méi nhém
1a n 6 vudng duge dien s6 t (v6i t = 1;2;...;n); n 6 trong mot nhém
doi mot khac hang va khac cot.

Do chi c6 n—1 6 bi t6 den nén ton tai mot nhém khéng c¢é 6 nao bi to
den.

Nhu vay, nhém n 6 vudng thoa man yéu cau bai toan.

CAcCH 2.
Tu duy. Chon n 6 bat ki doi mot khac hang, khac cot va dém xem c6
bao nhiéu 6 dudce chon bi t6 den. Tinh trung binh s ludng cac 6 den bi
chon ra, néu nho hon 1, &t phai cé mdt phuong 4n chon n 6 théa man
ma khong c6 6 nao bi té den. Cu thé hon:
Ta goi a 1a& mot céch chon n 6 déi mdt khac hang, khac ¢dt va f(a) 1a
s6 6 bi to den.
Dé chi ra dugc su ton tai ctia a dé cho f(a) = 0 théa man yéu cau bai
toan thi ta sé chi ra

> f(a)

n!

X =

< 1.

Chi § rang o trong tong trén chay trén tat cd n! cdch chon n 6 doi mot
khdac hang, khdc cot.

Ta sé chimg minh kh&ng dinh trén bing cdch st dung phuong phap
Pém bing hai cach.

Xét bai toan sau:

Dém T 14 s6 cip (o; ), trong d6

e «: tap n 6 vudng don vi déi mot khac hang, khac cot;

e x € a: moOt 6 bi t6 den.
Giai.
« Dém theo . Goi f(a) 1a s6 6 bi t6 den trong «, ta thu dugc két

qua T = %:f(a).

« Pém theo n. Mdi 6 vudng bi td den z.
Cé (n —1)! bo a chita = (chon n — 1 & déi mot khac hang khac
cot véi x) .
Khidé T=(n-1)-(n—1).
Suy ra 3 f(a) = (n—1) - (n —1)!. Thay vao cong thitc ban dau ta dugc
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| Ta c6 diéu phai chiing minh. ]

Thuc ra, Bai toan 2 trén la mot bai toan hét stc kinh dién, mot phién
ban khac ctia n6 da dugc minh giang day tai truong he Viasm 2024 tai
Phti Tho he vita roi v6i phuong phap xac suat, va cach 2 ctia bai 2 & trén
chi 1 viét lai tit cdch lam xéc suat ctia bai 3 dudi day.

Bai toan 3 | Cho do thi ludng phan G = (X,Y,E) véi |X| = |Y| = n va |E| =
n? —n+ 1. Chitng minh rang G c¢6 mot ghép cap hoan héo, hay néi cach
khéc, c6 thé chon ra n canh trong G' d6i mot khong cé dau mit chung.

Minh chia sé lai 10i giai bang xdc suat bén dudi day
Lot c1ar | Ta xét bai toan x4c suat sau:

Budc 1: Chon ngau nhién 1 dinh x, trong X, sau dé chon ngau nhién

1 dinh y; trong Y 101 ghép 2 dinh nay thanh 1 cdp.

Budc 2: Chon ngau nhién 1 dinh xo trong s6 cdc dinh con lai cia X

(ngoai tri x1) va chon ngau nhién mot dinh ys trong cdc dinh con lai
cia Y (ngoai tri y,) roi ghép 2 dinh ndy thanh 1 cdp.

Cit thue hién lién tiép cdc budc nhu vay cho dén khi thu duoec n cdp dinh
gitia 2 bén X va Y. Khi nay goi Z la so6 cdc cdp 2 dinh la 2 dau mait
ciia mot canh trong E. Tinh E(Z).

Ki hiéu Z; 1a bién ngau nhién nhén gia tri 1 néu & budc thit k ta thu
duge mot canh trong E va nhan gia tri 0 trong truong hop con lai. Khi
nay

Z=01+Zo+---+ Zp.

Mot diém thi vi 1a véi cach chon ngau nhién cac cip dinh nhu trén, xéc
suat dé 1 cap 2 dinh (z,y) bat ki véi z € X,y € Y dugc chon & bude

thit k& déu bang — VOl moi z,y va moi k. Do do6
n

n?—n+1
Suy ra
- 1 1
Bz ="y
n n

Luu ¥ rang bién ngau nhién Z nhan gid tri nguyén, do dé ton tai mot
truong hop Z c¢é n cap dinh thudc FE, ta cé diéu phai chimg minh. [

4. Mot séb mé rong
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Dau tién, dé khéi dong véi bai la, mot suy nghi vui vé ta c6 thé dit ra la
thay vi xép 4 bi, néu xép 5 bi 1én bang 3 x 3 sé& ¢ bao nhiéu céch?
Bai toan 4 | C6 bao nhiéu céch xép 5 bi 1én bang 3 x 3 thoa man Gia thiét P

Lo1 ciAr | D@ thay s6 bi ctia cach hang chi cé thé 1a (3;1;1) hoac (2;2;1).
Trudng hgp 1. (3;1;1)

° ° ® | - 27 cach

Trudng hgp 2. (2;2;1)

® | 54 cich

Nhu véy, theo quy tac cong, ta c6 27 + 54 = 81 cach xép. OJ

Tiép theo, tit bai la va 1b, minh c6 cam gidc phai chang 4k bi 1a s6 bi
it nhat can ding dé xép bi lén bang 3k x 3k thoa man Gia thiét P? RAt
may 13 diéu dé ding, hon nita minh con lam dude cho trudng hop bang
tong quat.

Bai toan 5 | (Vii Hong Son) Cho bang vuéng n x n. Tim m nhd nhét sao cho ta
c6 thé xép m vién bi 1én bang vuéng n x n théa man Gia thiét P.

Lot c1Ar | Goi xy;@9;...; 1, la s6 bi xép & hang tuong ting 1a s6 bi xép & hang
tuong tng va vyi;vys; . .. Yn 12 s6 bi xép & cot tuong tng.
Tacori+axo+ ...+, =1+ Yo+ ... +Yyp =m.

Ta phan loai cac Hang thanh 2 loai:

o Loai 1 (A): S6 hang loai 1: Hang c6 1 vién bi (z; = 1).

« Loai 2 (B): S6 hang loai 2: Hang cé it nhat 2 vién bi (z; > 2).
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Ta phén loai cac Cot thanh 2 loai:
e Loai 1 (C): Sb cot loai 1: Cot c¢6 1 vién bi (y; = 1).
o Loai 2 (D): Sé cot loai 2: Cot c6 it nhat 2 vién bi (y; > 2).

Hién nhiéen A+ B=C + D = n.

Hang c6 1 vién bi

Cot loai 2

Ta ¢6 mot chi ¥ quan trong la bi thudc hang loai 1 phai cung c¢ot véi
ft nhat mot bi khac (gia thiét (P3)), do do, bi thudc hang loai 1 phai
nam trong nhém bi ciia cot loai 2. Suy ra

(Sé bi trong nhéom hang loai 1

_ 4 ) < S6 bi trong nhém cot loai 2,

=m-—C.

TaclaA<m—-C = A+C<m.
Ta c6

T +x9+... .+, =m=>A+2D <m.

n+y+...+y,=m=C+2D <m.

Suy ra 2(A+ B+ C + D) < 3m hay la 4n < 3m.
4dn

< < 4
DémdémmZ?nméumGZ+ nén m > {3-‘
Déng thiic x4y ra khi

n = 3k — m = 4k — Truong hop nay tuong tu 1b.
n=3k+1—m=4k+2;

n=3k+2— m=4k + 3.

Truong hop 1. n = 3k + 1 va m = 4k + 2. Tham khao hinh minh hoa
dudi
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3k

4k vién bi

Truong hop 2. n = 3k + 2 va m = 4k + 3. Tham khao hinh minh hoa
dudi

3k

4k vién bi

Hoan téat bai toan. ]

Tiép theo, mot suy nghi ndy sinh khi lam 1b 14, vi xép N = 3k 6 danh
dau cting hang, diéu nay lam cho khéng thé xép bi thoa man diéu kién
(P2), tit d6 cho ra mot chan trén don gidn 1a N < 3k — 1. Thé néu ta suy
nghi Cam khéng duoc ddinh dau tdt cd cdc 6 trén cing hdng, hodc cing
cot phai chang sé thu dugc mot bai toan tha vi hon?

Bai toan 6 | (Vii Hong Son) Cho bang vuong 3k x 3k. Tim N 16n nhat sao cho moi
cach danh dau N 6 vudéng don vi clia bang ma khéng cé toan bo mot
hang hay cot bi danh dau, luon ton tai cach xép 4k vién bi théa man
Gia thiét P va khong c6 vién bi nao xép vao 6 duge danh dau.

Nhén xét: Bai toan tré nén tht vi hon rat nhicu, mic di Ny = 6k — 3
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L3I GIAI

ciing van khé dé& doén, d6i lai 1a chiing minh chiéu nguge khong con don
gidn va ngdy tho nhu bai 1b nita. Vi 16i gidi tuong déi dai va phitc tap,
chting minh chi trinh bay van tét, két hop véi hinh minh hoa duge vé hét
sttc ki cong ctia Bui Hoang Nam.

Du doan N,.x = 6k — 3.

Néu N > 6k — 2: Khong théa man vi khi ta ddnh dau 6k — 2 6 (cac 6

mau tim hinh vé duéi) thi 6 mau dé sé khéng duge dat bi do n6 khong

ciing hang hoac cling cdt véi bat ki 6 nao khéc.

3k

3k

Tiép theo, ta sé chiing minh N = 6k — 3 théa méan bang quy nap.

Véi k=1thi N =3.

Ta sé& chiing minh khi ta ddnh ddu 3 6 clia bang 3 x 3 thi ludn c6 cach
xép 4 bi bi thda man Gia thiét P.

Ta goi 3 6 dudc danh dau 1a a, b, c.

° a ° ° ° °
b | e ° ° c c °
° c a b o a b .
Truong hgp 1. Truong hgp 2.1 Truong hgp 2.2

Trudng hop 1. a,b, c doi mot khac hang, khac cot. Ta xép 4 vién bi
vao 4 6 cung hang va cung cot véi a.
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Trudng hgp 2. Trong 3 6 a, b, ¢ cung hang ho#c cung cot. Khong mat
tinh tong quat, ta cé thé gia st rang a va b cing hang va ¢ khac hang
véi a, b.
« Trudng hop 2.1. ¢ khac c6t v6i 2 c¢ot chita a,b. Khi d6, ta xép
bi vao 4 6 cung hang, cung cot véi c.

o Trudng hgp 2.2. ¢ ciing ¢dt véi a hoiic b. Gia sit rang ¢ cing cot
v6i b. T6i day, ta trdo hang hodc cot dé a,b, ¢ cling nam trong 1
hinh chit nhat 2 x 2, thi ta chi can xép bi nhu hinh vé trén.

Véi k > 2, véi bang 3k x 3k va 6k — 3 6 bi danh dau, dé thue hién duge
quy nap, ta Can chon ra 3 hang va 3 cot:

(1) Chtta it nhat 6 6 bi ddanh dau.

(2) Giao ctia 3 hang va 3 ¢t xép dc 4 bi thda man Gia thiét P.

(3) Bang con lai sau khi x6a 3 hang 3 c6t khéng c¢6 toan bo hang hay
cot bi danh dau.

Phan con lai 14 cong viée ctia quy nap.

Suy nghi: Phai chang néu chon ra 3 hang cé nhiéu 6 ddnh dau nhét,
chac chan 3 hang nay chita 6 6 bi ddanh dau?

B6 dé. Goi ay;as;jas; ... as, (k> 2)1a sd 6 bi ddnh diu ¢ mdi hang.
Gia strang a; > as > a3 > ... > agp va a; + as + ... + ag, = 6k — 3.
Chtimg minh rang

ay +az+az3>06

Lot GIAI || (CHONG MINH BO DPE)
Ta gid st phan ching rang a; + as + as < 5.
Khi dé
5>a;+ay+az>3a3 — az <1,

a1+a2+...+a3k§a1+a2+(3k—2),
a1+a22(6k—3)—(3k—2):3k5—1. (*)

Trudng hgp 1. V6i k£ > 3 thi (*) mau thuan.
Trudng hgp 2. k =2 — 2, + 29 > 5 — 13 < 0 — MAu thuan. B6
dé dugc chiing minh xong. ]

Quay tré lai bai toan: Sau khi chon ra 3 hang c6 nhiéu 6 ddnh dau
nhat, ta chon tiép 3 c6t nhu thé nao? Phai chang cit chon cdt c6 it bi la
xong? Nén nhé cau chuyén khong don gian nhu vdy, vi lic nay rat khoé
dam bao bang con 3 x 3 chic chin xép duge 4 bi. Do d6, ta ciing cé
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thé viét lai yéu cau lai thanh: Xép duoc 4 bi, 2 bi ctiing hdang, 2 bi cing
cot ma 3 hang, 3 cot tuong ing chita 4 bi dé cé it nhat 6 6 bi ddnh dau.
Tiép theo nita, viec ddm bdo bang con lai sau khi xéa 3 hang 3
cot ma cdc 6 ddnh dau khéng chiém nguyén 1 hang hay 1 cot ciling
13 viéc khé khin. Ban doc can nhé rang cdc hang, cdc cot trong
bang 14 binh déng, do d6, ta c¢6 thé trdo hang, tréo cot, tham chi
xoay bang ma khong anh hudng dén bai todn. Do dé trudc hét
ta trdo cdc hang cé sb 6 bi danh dau gidm dan tit trén xubng.
Ngoai ra, ta ciing gid st rang s6 6 danh ddu nhiéu nhit trén mot
cot khong vuot qui s6 6 danh dau nhiéu nhat trén moét hang. Do
viée xét cac truong hop 1a tuong ddi dai, chiing t6i chi trinh bay van tat.

Trudng hop 1. C6 1 hang c6 3k — 1 6 bi danh dau. Khi nay bat budc
phéi ¢6 1 bi xép vao 6 tréng con lai (xét cot 1). Do chi ¢6 6k — 3 6 bi
danh dau, trén cot 1 khi nay phai cé t6i thiéu 2 6 tréng (khong bi danh
dau), ta xép 2 bi § cot nay.

Trudng hgp 1.1. Trén ¢t 1 c6 it nhat 1 6 bi danh dau, khi dé ta xép
2 bi trén cot 1 va 2 bi trén mot hang ma 3 hang 3 cot cé it nhat 3k + 1
6 bi ddnh dau. Khi nay bang con con lai c6 khong qué 3k — 4 6 bi ddnh
dau, ddm bao gid thiét quy nap.

6k — 3

__________________________________

Trudng hop 1.2. Trén cot 1 khong cé 6 nao bi danh dau. Ta can xép 4
bi ma 3 hang 3 cot clia né cb it nhat 3k 4+ 1 6 bi ddnh dau. Tham khao
hinh minh hoa duéi.
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6k — 3 !

' > 16 bi danh déu

— trén 2 cot c6 it nhat 1 6 bi danh dau

- -
- ————

Trudng hop 2. Hang c6 nhi¢u 6 ddnh diu nhat c6 3k — 2 6 bi ddnh
dau.

Tuong tu truong hop 1, ta cling can xép 4 bi dé 3 hang 3 ¢ot ciia 4 bi
dé chita it nhat 3k 4+ 1 6 bi danh dau. Tham khao mdt sb trudng hop
minh hoa dudi day.

Trudng hgp 2.1. Hang 2 tit trén xudéng ciing c6 3k — 2 6 bi ddnh dau.

. 3k — 2 6 bi dénh déu
. 3k — 2 6 bi dénh déu
- 6k — 4
et e (Chon 2 bi & hang con lai)

Trudng hop xiu 2.2. Hang 2 tir trén xudng c6 > 2 va < 3k — 3 6 bi
danh dau.
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3k — 2 6 bi danh dau

d > 2 bi danh dau

| i ——

Trudng hgp 3. Hang trén cing ¢6 3k — 3 6 bi ddnh dau, hay con lai 3
o trong.

Tuong tu truong hop 1, ta cling can xép 4 bi dé 3 hang 3 c¢ot cta 4 bi
dé chita it nhat 3k 4+ 1 6 bi danh dau. Tham khao mot sb trudng hop
minh hoa dudi day.

Trudng hop 3.1. Hang 2 va hang 3 tit trén xuéng ¢ 3 c¢ot dau c6 1 6
trong. Xép 4 bi nhu hinh minh hoa duéi. Chi ¥ rang tit b6 dé trén, ta
cb 1y + T9 + w3 > 6 dAm bdo yéu cau quy nap.

) IE1:3]€—3
® ® To <1
. T3 < o

Trudng hgp 3.2. Hang 2 va hang 3 tit trén xudng & 3 cot dau déu bi
danh dau ca 6 6. Khi nay, trong c¢dt 1, cot 2 hoac cot 3, tinh tit hang 4
tré xudng, c6 mot cot cé it nhat 2 6 tréng. Khi nay xép 2 bi ¢ hang 1
va 2 bi  ¢6t d6 (hinh minh hoa duéi).
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’ ’ xry=3k—3
......................... o
......................... .
E A

Trudng hgp 4. Hang trén ciing c6 < 3k — 4 6 bi danh dau, hay con lai
> 3 6 trong. Khi nay sé xép dugc 4 bi vao 3 hang dau ctia bang, thoa
man.

Nhu véy, trong moi tinh hudng, ta luén chon duge 3 hang, 3 cdt thoa
man yéu cau quy nap. Tt dé ta c6 diéu phai chitng minh. m

5. Bai tap ren luyén

Duéi day 14 mot sé bai tap tuong tu dé ban doc thit stc.

Bai toan 7. Cho bang vuong 3k x 3k. C6 bao nhiéu cac xép 4k vién bi
lén bang théa man Gia thiét P.

Bai toan 8. Cho bang vudng n x n. Tim m 16n nhat sao cho khi t6 den
m 0 vudng ctua bang, nhung khong dudc t6 den toan bo mot hang hay
mdt cot, luon cé thé chon ra n 6 vudng d6i mot khac hang khéc cot ma
khong cé 6 nao bi t6 den.

Gia thiét P*: Xép vién bi vao bang 6 vuéng thoéa man

(P1) Madi 6 vudng don vi cé t6i da mot vien bi.
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(P2) Madi hang, méi cot déu cé it nhat mot vién bi.

(P3*) Mbi vién bi cling hang véi {t nhat mot vién bi khac va cling cot véi
it nhat mot vién bi khéc.

Bai toan 9. Cho bang vuéng n x n, hdi phai xép it nhat bao nhiéu vién
bi 1én bang dé thoa man Gia thiét P*.

Bai toan 10. Cho bang vudng n x n, c6 bao nhiéu cach xép 2n vién bi
lén bang thoa man Gia thiét P*.
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gpsi lon

KHAM PHA XAC SUAT cO PIEU KIEN QUA NHUNG
UNG DUNG THUC TIEN VA THU VI

NGUYEN SONG THIEN LoNG

Truong DH Bdch khoa TP Ho Chi Minh
NGUYEN THAT AN

Truong THPT chuyén Lé Hong Phong TP Ho Chi Minh
TRAN DiNH VINH THUY

Truong Pai hoc Ecole Centrale de Lyon, CNRS

Gié6i thigu. Xdc sudt cé dieu kién (conditional probability) ngay cang trd nén quen thudc vdi hoc
sinh trung hoc pho thong khi néi dung nay duge dua vao chuong trinh gidng day mdi (2018). Xdc
suat cé dieu kién cé nhiéu wng dung phong phi, ddc biét trong cdc linh vuc khoa hoc dit liéu, tri
tué nhdan tao va thong ké. Trong bai viét nay, ching toi gidi thiéu lai khdi niém xdc sudt cé dieu
kién va ddc biét trinh bay mot s wng dung thuc tién va thi vi ciia nd. Thong qua cdc vi du cu thé,
ching toi hy vong gitp ban doc, ddc biét ld hoc sinh trung hoc, hi€u sdu hon vé i nghia cia logi
xdc sudt nay va tinh ng dung rong rdi clia né.
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1. KIEN THUC CAN NAM

1.1. Xac suat c6 diéu kién

Cho A va B 13 hai bién c6 bat ky. Khi d6, xac suat ctia bién c¢b6 B xay ra véi
diéu kién bién cb A da xay ra dugc goi 1a xéc suat cé dieu kién ctia B theo A,
ky hiéu 1a P(B|A). Cong thiic xdc suat c6 diéu kién duge xdc dinh nhu sau.

P(AB)
P(4)’

P(B|A) = véi P(A) > 0. (1)

Trong suy dién Bayes, P(B|A) con dugc goi 1a xdc suat hau nghiém (posterior
probability), ttc 13 cho ta biét xdc suat xay ra bién c6 B sau khi da biét diéu
kién A. RS rang, né trai nguge véi xac suat tién nghiém (prior probability), ky
hiéu P(B), thé hién uéc lugng ban dau (niém tin) vé xc suat xay ra ciia B ma
khong can quan sat thém dit liéu A, chi dua trén kinh nghiém cé tit trude. Nhu
viy, néi cach khic, Pang thitc (1) gitp cAp nhit xdc suit tién nghiém thanh
xéc suat hau nghiém ctia mot bién cb sau khi xem xét thém thong tin maéi.

Xéc suat c6 diéu kién rdt quan trong va phd bién trong nhiéu linh vue, c6
thé ké dén 1a hoc mdy (machine learning), dic biét 13 cdc mo hinh phan loai
(classification), khi muc tiéu chinh la diéu chinh mé hinh (model) dé c6 thé du
doan nhan Y chinh xdc dua trén dit litu dau vao X. Diéu nay tuong tng véi
viéc tinh x4c sudt hau nghiém P(Y|X), cho biét kha ning mot mau thudc ve
16p Y sau khi quan sit dic trung dau vao (feature) X.

1.2. Dinh ly Bayes

Péng thiic (1) con duge goi 1a dinh 1y Bayes, véi dang day dit duge phat biéu
nhu sau.
P(B)P(A|B)

Pl = BB + P (B) P (AlB)’

(1)

v6i A, B 1a hai bién ¢ bat ki thda man P(A) >0 va 0 < P(B) < 1.

Chitng minh. Theo dinh nghia clia x4c suat c6 dién kién, véi P(B) > 0, ta
luén cé

P(AB) = P(BA) = P(B)P(A|B).
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Ta chi can chitng minh

P(A) = P(B)P(A|B) + P (E) P (A|§) . (2)

Ro rang, AB va AB 13 hai bién ¢ xung khéc, nén theo quy tic cong

P(A) = P(AB) + P (AE)
= P(B)P(A|B) + P (B) P (A|B),

voi P(B) > 0 va P (E) >0, tiic 14 0 < P(B) < 1.

Phép chting minh dugc hoan tat. O
Chi . Dé thidy P(A)P(B|A) = P(AB) = P(B)P(A|B).

Binh ludn. Ching ta c6 mdt sb quan sat vé xac suat c6 diéu kién va dinh ly
Bayes nhu sau.

o V6i moi bién ¢6 A va B, trong d6 P(A) > 0, ta c6

P(BlA) = 1- P(BA). (3)

e V6i A va B 1a hai bién c¢6 doc 1ap, trong d6 0 < P(A) < 1 thi ta cé

P(B|A) = P (B|Z) = P(B) (4)

Tit dang thitc (4), ta thdy khi A va B doc lap thi viéc bién ¢b A xay ra
hay khong x4y ra khong lam anh hudng dén xac suat ctia bién cb B.

o (M6 rong dinh lyj Bayes) Gia sit tap hop cdc gid thuyét khd di {Hy, Ha, .., H, }
tao thanh mot phan hoach clia khéng gian mau, tic 1a > P(Hj;) = 1.
Khi dé, x4c sudt hau nghiém ctia gia thuyét H; khi quan sat bién cb A
dugc tinh theo céng thitc

P (A|H;) P(H,;)

P(H;|A) = s PP P(A) > 0. (5)

Céc xac suat hau nghiém P(H;|A) tao thanh mot phdn phéi zdc sudt
trén cac gia thuyét H;, trong dé tong xac suit clia toan bd phan phdi nay
bang 1, hay ; P(H;|A) = 1. Ta thiy ding thitc (3) chinh 13 trudng hop
riéng cho ¢ = 2.

Déng thtic (5) hién hitu rdt thuong xuyén trong thue té, vi du tit géc nhin
ctia hoc may, H; c6 thé duge hiéu 1a mot nhan (label) va A 1a dic trung
quan sat dugc ctia dit liéu (data); con trong y khoa, H; cé thé dugc xem
la mot bénh va A la triéu chimg.

« Trong ding thic (5), > P(A|H;)P(Hj) con duge goi la wdc sudt toan
phan ciia A. Pang thiic (2) 13 truong hop riéng cho j = 2.
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2. MOT SO UNG DUNG THU VI

Vén dé 1. (Urn Problem) C6 hai hop dung céc vién bi ciing kich thuée va
khéi lugng. Hop thit nhat chita 5 vién bi dé va 5 vién bi xanh, hop thit hai chita
6 vién bi do va 4 vién bi xanh. Lay ngau nhién mot vién bi tit hop thit nhat
chuyén sang hop thit hai, sau d6 1y ngdu nhién mét vién bi tir hop thit hai.
Gia st vién bi dugc lay ra tit hop tht hai 1a bi do, tinh xac suat vién bi ldy &
hop thit hai dé6 ciing chinh 1& vién bi lay & hop thit nhat & lan lay dau.

LJi giai. Goi A 1a bién c6 “Vién bi liy duge & hop thtt nhat 1a bi d6”, khi dé
A la bién c¢6 “Vién bi lay duge & hop thtt nhat 14 bi xanh”. Goi B 1a bién c6
“Vién bi lay dudc & hop tht hai 1a bi d6”, khi d6 B 1a bién c6 “Vién bi lay
dugce & hop thit hai 1a bi xanh”.

Truéc tién, ta sé tinh x4c suat vién bi ldy dugc & hop thit nhat 1a bi do. Vi
ban dau, hop thit nhat chita 5 bi xanh va 5 bi dé nén P(A) = 5/10 = 1/2, suy ra
P (Z) =1-1/2=1/

o Néu & lan thit nhat, ta bdc duge bi d6 rdi chuyén sang hop thit hai, khi
d6 hop thit hai sé ¢6 7 vién bi d6 va 4 vién bi xanh. Do d6 P(B|A) la xac
suat ciia bién c¢b “Béc duge bi dé ¢ hop thit hai néu lan 1 bdc duge bi
dé” va dugc tinh béi

7 7

PBIA) =7 =11

« Néu 6 lan thit nhét, ta bdc duge bi xanh rodi chuyén sang hop thit hai, khi
d6 hop thit hai s ¢6 6 vién bi do va 5 vién bi xanh. Do d6 P (B|Z) 14
x4c suat ctia bién c¢b “Bbc duge bi dé ¢ hop thit hai néu lan 1 boc duge
bi xanh” va

_ 6 6
P(B\A) = =10

Ltic nay P(A|B) chinh 1a xéc suit clia bién c¢6 “Boc duge bi dé & lan thit nhat
néu lan thit hai boc duge bi d6”. Theo Bayes, ta cb

_ P(B|A)P(A)
PaB) = P(B|A)P(A) + P (B[A) P (4)
B 7/11-1/2 T
T Tu-l2+611-12 13

Ta thay rang, néu bién c6 P(A|B) xay ra, titc 1a lan mot bdc duge bi dd va
chuyén qua hop hai, sau dé ¢ hop hai béc duge bi do tiép, thi khi dé xéc suat
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dé bbc duge chinh vién bi d6 1y & hop thit nhat trong hop thi hai sé bang

P(A|B) s 1

s6 bi d6 ¢6 ¢ hop thithai+1 7 13

Vay x4c suit can tim 13 1/13.

Binh ludn. Bai toan mé dau nay van dung kién thtc lién quan dén xéc suat
c6 dieu kién va coéng thitc Bayes, doi hoi ta can phai dinh nghia cac bién cb
mot cach hop 1y va khéo 1éo.

Vén dé 2. (Kahneman & Tversky) Mot loai dich bénh (hiém) c6 1% sb
ngudi mic phai, cic nha khoa hoc tim ra mét phuong phap xét nghiém dé chan
doan cin bénh nay. Tuy viy loai xét nghiém nay c6 sai sé: ddi v6i nhitng ngudi
méc bénh, xét nghiém c¢6 d6 chinh x4c 14 95%; ddi véi nhitmg ngudi khéng méc
bénh, do chinh xéc 13 90%. Néu mot ngudi di xét nghiém cé két qua 13 duong
tinh, thi kha ning thuc sy méic bénh ctia ngudi dé 1a bao nhiéu?
Loi gidi. Goi A 1a bién c6 “Ngudi xét nghiém 1a bi bénh”. Vay P(A) = 1%.
Lic nay A 1a bién c6 “Ngudi xét nghiém 1a khong bi bénh” va P (Z) = 99%.
Goi B 1a bién c¢b “Két qua xét nghiém la duong tinh”, B 1a bién c6 “Két qua
xét nghiém 13 Am tinh”. VAy ta can tim P(A|B).
T gid thiét de bai ta c6 P(B|A) = % = 95% hay P(AB) = 1% - 95%. Lai
co _

(AB)

P(BlA) =1-P(B[A) =1- o — 90%,

hay P (ZB) = 99% - 10%.
Do dé, v6i BA va BA 1a hai bién cb xung khéc, thi

P(AB) P(AB) 0,95%
P(A|B) = = = ~ .
=) " pipay+ p(pa)  09%+o0% T

Binh ludn. V6i nhitng can bénh hiém gap, xét nghiém can c6 d6 chinh xéc
cuc ki 16n dé c6 thé chic chan ngudi xét nghiém cho két qué duong tinh thuc
su bi bénh; c6 thé xét nghiém nhiéu 1an, néu céc két qua 1a duong tinh thi ta
chiic chdn hon 14 ngusi d6 thuc sy bi bénh. Hofic cich khéc 14 ding nhiéu loai
xét nghiém hodc can ct vao cac triéu chitng khac nhau ctia bénh. Piéu nay cé
giai thich tai sao trong dai dich Cowvid-19, viéc xét nghiém nhiéu lan dugdc ap
dung dé gidm thiéu nguy co sai sét va xdc nhan chic chin tinh trang nhiém
bénh, lic kit test nhanh chua c¢6 do chinh xéc cao.

Van dé 3. (Monty Hall) Gi4 sit ban 1 thi sinh tham dy mot chuong trinh
v6i phan thuéng thing cudc 1a mot chiée xe hoi. Ban bit dau vong choi va
trude mat ban 14 3 6 cita. Monty cho ban biét ding sau 3 6 ciia niy c6 2 ciia
1a con dé, ctra con lai 1a chiéc xe hoi gid tri. Ban dau ban chon 1 6 cita bat ki
trong 3 6 ctta va Monty sé mé cho ban 1 6 cita, trong 2 6 cita khong duge chon,
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[

sow

chita con dé. Monty cho ban co hdi dé d6i syt lita chon sang 6 cita con lai. Cau
hoi dat ra 1a liéu viéc doi sang 6 cita con lai ¢ ting xac suat ban nhan duge
chiéc xe hai?

Cdch 1. Danh s 3 6 cita theo thit tu 1, 2, 3. Khong mat tinh tdng quét, gia
st ban chon 6 ctia s6 1.

Ki hiéu 6 ctia chita chiéc xe 13 X, 6 cita chita con dé 1a D.

Ta liét ké céc trudng hop cé thé xay ra nhu sau.

e X, D, D: Monty sé mé 6 cita s6 2 hoiic s6 3. Néu ban ddi, ban dude con
dé; néu ban khong do6i, ban dudc chiée xe.

e D, X, D: Monty sé mé 6 cita sb 3. Néu ban ddi, ban dugc chiée xe; néu
ban khong déi, ban dugc con dé.

e« D, D, X: Monty sé md 6 ctita sb 2. Néu ban ddi, ban dugc chiéc xe; néu
ban khong déi, ban dugc con dé.

Ta thiy rang xic suat ban nhan duge chiée xe néu gitt nguyén su luwa chon ban
dau (trudc khi Monty gai ¥) 1a 1/3, con néu d6i (sau khi Monty goi ¥) thi xé4c
sudt ting lén 2/3.

Cdch 2. Khong mét tinh tdng quat, ta gid st ban chon 6 cita s6 1 va Monty
mé 6 clta s6 2 (dang sau 1a con dé).

Goi X 14 bién c6 “Chiéc xe & 6 ctta s6 17, Y 1a bién ¢6 “Monty md 6 cita s6 2.

Ltc lita chon ban dau, ban khong biét chiée xe nam & vi trf nao nén P(X) = 1/3.
Sau khi ban Iwa chon 1 6 ctta, Monty sé mé 1 6 clta chita con dé trong 2 6 clra
con lai nén P(Y) = 1/2.

Ta c¢6 P(Y|X) = 1/2 (do néu biét chiéc xe nam & 6 cita s6 1 thi Monty chi cé
thé m& 1 trong 2 6 clta con lai) nén % = 1 hay P(YX) = 1/6. Do d6

poxiy) = O e 1

Suy ra P (X|Y) =1 - P(X|Y) = 2.

Nhu vy, x4c sudt dé chiéc xe nim & 6 cita s6 1 néu Monty md 6 cita sb 2 14
1/3 va xac suat chiéc xe khong nam & 6 cita s6 1 (ttc 1a nam & 6 cita s6 3) néu
Monty mé 6 ctia s6 2 1a 2/3.

Binh ludgn. Viéc d6i 6 cita da lua chon ban dau gitp ting xac suit ban nhan
duge chiée xe 1én 2 1an! Viéc nay c6 vé kha khé tin, nén ta c6 thé kiém tra két
qué bang 1ap trinh. Ching t6i viét mot ham dé kiém tra xac suat nhan duge
chiéc xe néu ddi ctta va khong ddi cita, bing ngdn ngit Python nhu sau.
import random

def MontyHall(N):

OriginalChance = 0

ChangeMindChance 0
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5 for _ in range(N):

6 # Gid st ban choi trong N lén

7 PrizeDoor = random.randint (1, 3)

8 # Chiéc xe ndm & ngiu nhién mét trong ba & cla

9 ChooseDoor = random.randint (1, 3)

10 # Ban chon ngdu nhién mdét trong ba & cla

11 while True:

12 OpenDoor = random.randint(1l, 3)

13 if (OpenDoor != PrizeDoor) and (OpenDoor != ChooseDoor

14 break

15 # 0 clta Monty md phdi khadc & cda ban chon ban dau va khac
8 clta chita chiéc xe

16 while True:

17 ChangeMind = random.randint (1, 3)

18 if (ChangeMind != OpenDoor) and (ChangeMind !=
ChooseDoor) :

19 break

20 # 0 clta chon lai phdi khac 6 cda Monty vita md va khac 6 ct
a ban chon ban d&au

21 if ChooseDoor == PrizeDoor:

22 OriginalChance += 1

23 if ChangeMind == PrizeDoor:

24 ChangeMindChance += 1

25 # Xac sudt ban nhén dudc chiéc xe néu d6i clta va khéng ddi cita

26 print (f"Xac sudt thing néu d8i ct@ta: {round(ChangeMindChance /
N, 2)}")

27 print (f"Xac sudt thidng néu git nguyén cta: {round(

OriginalChance / N, 2)1}")
28 # Chay th@ nghiém v3i 10,000 1ladn choi
20 MontyHall (10000)

Do la x4c suat ctia bién c6 dugc tinh theo dinh nghia thong ké nén néu
tham s6 N cang 16n thi cdc gid tri ma ham trd vé (ChangeMindChance/N va
OriginalChance/N) cang chinh xdc. Trong 3 lan chay chuong trinh trén, céc
gi4d tri ma ham MontyHall(10000) trd ve la [0.67, 0.33], [0.66, 0.34],
[0.67, 0.33].Nhu viy, ta xem nhu c6 dugc céc xap xi ChangeMindChance/N ~
2/3 va OriginalChance/N = 1/3.

M& réng. C6 n 6 clta (n > 3), néu ban chon truée 1 6 bat ki, Monty loai cho
ban n — 2 & cita chita con dé trong n — 1 6 cita con lai, thi viéc déi 6 ctta da
chon ban dau sé gitip ban tang xac suat tring xe lén n — 1 lan.

Van dé 4. (Murder trial of O. J. Simpson) Theo théng ké, c6 5000 vu
giét phu nit & My nam 1994, trong d6 1500 vu 1a do chong. Trong dé, O. J.
Simpson bi cdo budc giét vg (Nicole Simpson) va ban clia cd (Ron Goldman).
Mot trong nhitng luan diém ciia ludt s bao chita Alan Dershowitz khi d6i mat
v6i bén cong t6 1a

“Chi 1 trén 1000 ngudi chong bao hanh sé giét vg minh.”

Dershowitz cho rang xac suat Simpson pham to6i chi 14 1/1000, vi vy khong di
dé két toi 6ng ta dua trén yéu td bao hanh trong qua khtt. Qua qué trinh diéu
tra, canh sat thu thap dugc mot sb chitng ctt budc toi Simpson nhu sau.
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1. Simpson cé lich st bao hanh déi v6i Nicole.

2. Gang tay dinh méau dugc tim thay tai nha Simpson khép véi hién truong
vu an.

3. Mau trong xe va nha Simpson khép v6i méau tai hién trudng.

Cau hoi dat ra la “Lap ludn cda Dershowitz co hop lyj khong?”

L& gidi. Trube tién, ta thay rang 1ap luin cta luit su Dershowitz ¥ mudn bao
chita rang ti 1& ma Simpson giét vo 1a rat thap, chi 1/1000. Tuy nhién, xéc suit
nay 13 théng ké chii quan, chua bao gdm céc bang chimg ma phia cong t6 vién
dwa ra nham cdo budc t6i danh ctia Simpson. Cu thé, bai todn can xem xét xac
sudt c¢6 diéu kién, bao gdm céc biang chiing khac nhu da néu & trén dé va diéu
quan trong 1 Nicole da bi giét.

Ta goi céc bién ¢ G, B, M lan lugt 1a cc bién ¢ “Ngusi chong da giét vg”,
“Ngudi chong c6 lich sit bao hanh”, va “Vg da bi giét”. Khi d6, G 1a bién cb
ngudi chong khong giét vo.

Dershowitz chi tap trung vao P(G|B) = 1/1000, nhung rd rang can nhan manh
dén dieu kien M, titc xac sudt P(G|BM).

Ta c6 P(G|B) = 1/1000, suy ra P (é\B) = 999/1000. Néu chong thue sy giét vo,
x4c suat ngudi vg bi giét 14 100% nén P(M|GB) = 1. Trong nim xay ra vu
an, c6 téng cong 5000 phu nit bi giét & My, trong d6 1500 vu 1a do chong giét.
Téng dan sb6 phu nit 14 100 triéu ngudsi. Dua vao dit liéu niy, x4c sudt mot phu
nit bi giét nhung khoéng phai do chong, dit chong cé tién st bao hanh vg trong

dan s6 chung 13
3500 7

~ 100000000 _ 200000

P (M|GB)
Khi dé, ta cé

P(G|BM) = m
_ P(M|GB)P(G|B)P(B)
B P(M|B)P(B)
_ P(M|GB)P(G|B)
B P(M|B)
B P(M|GB)P(G|B)
~ P(M|BG)P(G|B) + P (M|BG) P (G|B)
1 - 1/1000

— ~ 96, 62%.
1 - /1000 4 7/200000 - 999/1000 ’

Tt day ta két ludn dude rang, xac sut ngudi chong pham tdi véi diéu kién da
biét (vg bi giét va ngudi chong cé lich sit bao hanh) 1a khodng 96, 62%. Diéu
nay cho thay lap ludn ctia luat su bién hd 1a khong hop 1y, vi éng ta bd qua
thong tin quan trong rang vu giét ngusi da xay ra.

71



Tap chi Epsilon, S6 25, 2/2025

Théng tin bo sung. Két thiic vu 4n O. J. Simpson, vao ngay 3 thang 10 nim
1995, O. J. Simpson dugc tuyén bo vo tdi trong phién toa hinh su sau khi céc
luat su clia 6ng thanh céng trong viéc lam suy yéu cic bang chiing va 1ap ludn
rang Simpson bi vu oan. Tuy nhién, trong mdt phién toa dan su sau d6 (nim
1997), hoi dong xét xtt két luan Simpson c6 tradch nhiém dan sy trong cai chét
ctia Nicole Brown va Ron Goldman. Két qua 1a Simpson bi yéu cau boéi thudng
cho gia dinh cdc nan nhan mot khodn tién 16n, lén t6i hon 30 trieu do la My.
Mac dit éng khong bi két tdi trong vu 4n hinh su, nhung két qua phién toa dan
su cho thidy mot cai két khic cho su viéc. Vu 4n nay da giy ra su tranh cai
16n vé van dé ching toc, quyen luc clia gidi ndi tiéng, va su cong bang cta hé
théng tu phap My.

Binh ludgn. Trong m6t vu a4n hinh sy quan trong nhu vu an O. J. Simpson,
xéc suat c6 didu kién 1a céng cu quan trong dé phan tich kha ning xay ra céc
su kién c6 lién quan. N6 ¢6 thé gitp céc luat su dua ra lap ludn rang cic bang
chiing khong dt manh dé chiing minh t6i pham ctia Simpson mot cach chic
chin 100%. Nhitng 1y thuyét vé xdc suit nay gitip xac dinh liéu cac tinh hubng
c6 thé xay ra ma khoéng can biét Simpson phai 1a thi pham hay khong.

Vén dé 5. (Spam Filtering) Gia sit ta c6 mot mo6 hinh phan loai email thanh
hai loai gom thu réc (spam) va thu hgp 1& (ham). Moi email c6 thé chita nhiéu
tit khéa dic trung, va muc tiéu 1a wéc lugng xéc sudt mot email 14 thu réc dua
trén hai yéu to sau.

e Email c6 chita tit “khuyén mai” hay khong?
o Ngusi gtii ¢6 phai ngudi la hay khong?

Gia stt ta c6 tap dit liéu huan luyén mo6 hinh nhu sau.

ID NOo6i dung Nguwdi giri 1a? Nhan
1 “Gidm gi4 khuyén mai” Co Spam
2 “Uu dai dic biét hom nay” Khong Spam
3 “Hdi thdo khoa hoc mién phi” Cé Ham
4  “Mua ngay kéo 15" Cé Spam
5  “Bai bdo khoa hoc méi nhat” Khéng Ham
6  “Cap nhat nghién ctru” Khong Ham

Bay gio, gia st ngudi dung nhan dude mot email méi c¢é chita tit “khuyén mai”
va duge gii tit ngusi quen. Khi d6, mo6 hinh sé du dodn email thudc loai nao?
Lot gidi. Ta c6 hai 16p ¢ = Spam va Cy = Ham. Goi X la dac trung cta
email méi, v6i 11 = C6 (chita tit “khuyén mai”), va zo = Khong (ngudi gii
khong la).

Nhu véy, dé xem mé hinh sé du dodn email méi c6 dic trung X roi vao 16p
nao, ta chi can so sanh xéc suat hau nghiéem P(C1|X) va P(Cs|X). Lai c6

X|C;) P(Cy)

pcylx) = 2 Py vili=12
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Vi P(X) = const, nén ta chi can tinh P(X|C;) P(C;).

Ta c6 xac suat tién nghiém ciia céc 16p 1a
3 3
P(Cy) = P(Spam) = 5’ P(C3) = P(Ham) = 6
Gia sit cac diéu kién x v xo ddc lap v6i nhau, khi dé 16 rang ta cé thé xem
Tur dit liéu dang cé, ta tinh duge

1
P(x; = C6|Spam) = =, P(xe = Khong|Spam) = 3

W

2
P(z1 = C6|Ham) =0, P(x2 = Khéng|Ham) = 3

Khi dé, ta c¢é

P(X|C1)P(Cy) = P(x; = Cé|Spam) - P(ze = Khong|Spam) - P(Spam)
1 11 1

P(X|C9)P(C) = P(x; = Cé|Ham) - P(x9 = Khéng|Ham) - P(Ham)

2 1
_0.5.5_0,

Vay hé théng du doin email méi nhan duge 1a thu rac.

Binh ludn. Gi4 tri xdc suat nhé 1/18 xuat hién 13 do chiing ta chua thitc hién
chuan héa bang céch chia cho P(X). Tuy nhién, trong qué trinh so sanh giita
cac 16p, viee tinh P(X) 1a khong can thiét vi né chi déng vai tro 13 mot hang
s6 trong cong thitc Bayes. Hon nita, néu tinh truc tiép P(X) bang cong thitc
xdc suat toan phan P(X) = 3, P(X|C;)P(C;), thi khéi lugng tinh toan sé
tang dang ké, dic biét khi sb lugng 16p va sb luong dic trung 16n. Trén thuc
té, cach gan nhan nay tuan theo nguyén tic phan loai Mazimum A Posteriori
(MAP), ttic 1a gan nhan C* cho X néu C* = argmaxc, P(C;|X), trong dé
C* 1a nhan cé xac suat hau nghiém 16n nhat trong tdp phan phdi xéc suat
{P(C1|X), P(C3|X), .., P(Cy|X)}. VA cich tiép can trong 1di gidi ctia van dé
trén chinh 13 nén tang ctia thuit toan phan loai ndi tiéng trong hoc may, Naive
Bayes.

Mé hinh Naive Bayes. Gid st ta ¢6 mot tap hop cac 16p Cq, Cs,..,Cp va
mot dit lieu dau vao X. Nhu da gisi thiéu, muc tiéu ctia mo6 hinh phan loai 1a
tinh x4c sudt hau nghiém P(C;|X). Theo Bayes, ta c6

P(X|C;)P(Cy)
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Vi P(X) 14 hang sb khi so sanh giita cac 16p C;, nén ta chi can xét tit s6

P(Ci|X) < P(X|C;)P(C;).

Khi dit lidu dau vao X bao gom nhiéu dic trung X = (x1,22, .., 7,), md hinh
Naive Bayes gia dinh rang cic dic trung nay doc lap v6i nhau khi da biét 16p
C; (gid st “ngdy ngd” (naive) nay chinh la nguyén nhan chinh ctia tén goi Naive
Bayes). Diéu nay dan dén

P(X|C;) = P(x1, 22, .., 2,|Cy)
~ P($1|01)P($2|01)P(xn|cz)

Nh¢ gia dinh nay, cong thitc xic suat hdu nghiém tré thanh

P(Ci|a:1,:r2,..,xn) OCP(Cz)HP(xﬂcz) (1)

Cong thiic (1) cho thay rang xéc suat ciia dit liéu dau vao thudc méot 16p C;
duge tinh bang tich clia xdc suat tién nghiém P(C;) va xac suit c6 didu kién
P(z|C;) ctia timg dic trung quan sat dugc khi biét 16p (likelihood).

Nhu vay, m6 hinh Naive Bayes cung cap mot phuong phap phén loai don gian
nhung hiéu qua trong hoc may. Nhd vao gia dinh doc lap cé diéu kién, né gitp
giam dang ké do phiic tap tinh toan, dic biét trong nhitng bai todn cé nhiéu
diic trung. Du giad dinh nay c6 thé khong hoan toan chinh xdc trong thuc té,
mo6 hinh nay van hoat dong tét trong nhiéu iing dung, trong dé c6 hé théng loc
thu rac cia Gmail. Mot 1oi thé quan trong ctia Naive Bayes 14 kha nang cip
nhat mo6 hinh nhanh chéng khi cé dit liéu méi. Khi ngusi dimg danh dau mot
email 1a spam, hé théng khong can huan luyén lai toan bo mé hinh tir dau, ma
chi can cip nhat cic théng ké xdc suat dua trén nhan mdéi. Nhd dé, do phiic
tap tinh toan cho suy ludn ctia Naive Bayes chi ¢ mitc O(1). Chinh vi vay, moi
lan ngudi ding béo céo thu rac, ho dang gidn tiép déng gép vao viéc cai thién
d6 chinh xéc ctia bd loc thu rac trong Gmail. Gidng nhu hau hét cic md hinh
hoc may, chat luong va s6 luong dit liéu déng vai tro quan trong. Khi tap dit
liédu hudn luyén ngdy cang phong pht, v6i nhiéu email dude gdn nhan chinh
xéc, mo6 hinh Naive Bayes c6 thé phan loai email hiéu qua hon, gidm thiéu sai
sot va cai thién trai nghiém ngudsi dung.
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Truée hét, ching ta nhéc lai cdc tinh chit sé hoc ctia da thitc hé sb nguyén.
Pinh 1y 1 Cho f(x) € Zz] va a, b 1a céc s6 nguyén duong phan biét. Khi do:
a—>b|f(a) = f(b).

Chitng minh: Dt f(z) = ap- 2" +a,_1-2" '+ +x-a1+ag, a; € Z, Vi = T.n.
Ta cé
ak —b¥ia — b, VE € N*.

Khi dé:
fla) = f(b) = an(a” = b") + ap_1(a" " = 0"+ +aj(a—b) 1a—b.

T dé, ta c6 dieu phai chitng minh.
Nhan xét 1 T két qué ciia dinh 1 1, ta cé két qua sau

a=b (modc)= f(a)=f(b) (mod c).
Két qua nay 13 hién nhién, vi
cla=0blf(a)— f(b).
Pinh Iy 2 (B6 dé tiép tuyén) Cho da thitc P(z) € Zig), p la mot s6 nguyén t6, cac sb
x, xo € Z thod p | x — xg. Khi d6, ta co:
P(z) = P'(zo)(z — z0) + P(x0) (mod p?).
P®) ()

k! ,
s6 hang chia hét cho k! khi d6, xét khai trién Taylor ctia P(x) tai xq ta cé:

€ Z, vi dao ham cap k cua P c6 cac

Chitg minh: Véi chi ¥ rang

xr — X xr — X 2
0P g+ OO Py = P(ag)(aa0)+ Plag)  (mod ).

P(z) = P(xo)+
Ta c6 diéu phai chitng minh.
Pinh ly 3 | (HENSEL LIFTING) Cho da thitc f(z) € Z,, p 1a mot s6 nguyén to thoa
man ton tai n nguyén duong dé p | f(n) va p{ f'(n). Khi d6 ton tai day sd
nguyén (ng) xac dinh béi:

ny=n, pk | nNg+1 — Nk, pk | f(nk)7Vk e N.

Chting minh: Truéce tién ta ¢6 nhan xét sau:

Nhan xét 2 Vi a,b € Z1 va p 1a s6 nguyén t6 thoa a = b (mod p?) ta ludn co:

f'(a) = f'(b) (mod p).
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Nhan xét 3

Dinh Iy 4

That vay:

o Néu deg(f) = 0 thi nhan xét hién nhién ding.
o Xét deg(f) > 1. bat

f(z) = apz"+an_ 12"+ Fajz+tag, a; € ZT,Vi=0,n, ap #0, n > 1.
Ta co
fl(a) =n-an-a" '+ +ay-a=n-a, 0" 4 -+ay;-b=f'(b) (mod p).

DO d6, nhan xét 2 dugc chitng minh.

Ta chimg minh dinh li bang phuong phap quy nap.

Véi k = 1, khing dinh hién nhién ding theo gid thiét.

Gia st da ¢6 ny, na,..., n; thod man yéu cau bai toan, ta sé chi ra n;y1, that
vay:

chon n;y1 =n; +b-p', b€ Z*. Ta s& chitng minh p*! | f(n;y1), khi dé:

Xét khai trién taylor ctia f(z) tai n; ta duge:

. oy . _n.)2
F(nisn) = flng) + ML priy 4 ) gy

1! 2!
by 22
= Fl) + =S () + = ) 4
N L C)) . N , . .

Khi d6 v6i nhan xét X € 7Z vi dao ham cap k cia f c6 cac s6 hang chia
hét cho k!, va 2i > i+ 1 (do i > 1) ta co:

flnig) = 0p'f'(ns) + f(ni)  (mod p™). (1)
do p' | f(n;), theo gia thiét quy nap nén 3c € Z*+ dé f(n;) = cp'. (*)

V6i cach 1ap day thi suy ra p | n; — n1. Theo nhan xét 2 § dau bai suy ra:

f'(ni) = f'(n1) #0  (mod p).

Hay (f'(n;),p) = 1 do d6 c6 thé chon b dé bf’(n;) = —c (mod p). Liic nay, tit
(1) suy ra

f(niz1) = pi(bf'(ni) +¢) =0 (mod p*t1).
Do dé theo nguyén 1y quy nap ta cé diéu phai chttng minh.
Véi céch chting minh trén, ta thdy rang dicu kién p | f(n) c6 thé thay béi
f(n) = a (mod p). Khi d6 néu p { f'(n) thi phuong trinh dong duv f(n) = a
(mod p*) luén c6 nghiém.

(Schur) Cho da thic f(z) € Z,) khac hang s6. Khi d6 tap udc nguyén to p
thod man ton tai n nguyén duong dé p | f(n) 1a vo han.

Chirng minh: Ta sé chiing minh quy nap theo deg(f) =n, n > 1:
Véi n = 1, hién nhién phuong trinh f(x) = p luén c6 nghiém hay ta c6 dpcm.
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Gié st dpem dung v6i n = k > 1 ta chitng minh né cing ding v6in =k + 1
that vay

it f(z) = appr12" + apaF + -+ a1z +ag, a; €Z, Vi =0,n, apy #0. Ta
co:

Gia sit rang céc s6 f(1), f(2),..., f(k),... chi c6 hitu han wéc nguyén t6 thudc
tap A = {p1, p2,...,Pm}. Khi d6, d&t D = (p1-p2---pm)", N > ag, v6i mdi
i€ {1,2,...,m} thi vy, (a;D?) > vy, (ag). Suy ra

vpz(f(D)) = min{vpi (a’k+1Dk+l)7 <o Upy (alD)v Upi(ao)} = Up; (CLO)'

Cho N — o0, ta ¢c6 ag = 0. Do dé, ton tai Q(z) € Zy, dé f(z) = zg(x), va
deg(g) = k, nén theo gid thiét quy nap, tip céc wdc nguyén té ctia g(n) 1a tap
vo han, hay tap cdc u6c nguyén t6 ctia f(n) cling 1a vo han. Tt day, ta c6 mau
thuan.

Pinhly 5 | (Dinh 1y vé day tuan hoan) Cho hai da thic f(z), g(z) € Zp) thod
acd(f(x), () = 1. Dat an = ged(f(n), g(n)),¥n € N*. Khi 6 day (an)
tuan hoan.

Chitng minh: Do ged(f(z),g(x)) = 1 nén theo Dinh ly bezout ton tai
F(z), G(x) € Zy) va a € Z dé:

F(2)f(z) + G2)g(z) = a.

khi d6 do a chia hét c& f(n) va g(n) nén a | f(n),Vn € N*. Ta chimg minh (z,)
tuan hoan theo chu ky a. That viy:
Theo dinh 1i 1 thi

f(n)=f(n+a) (moda).

Ma ay, | a va ay, | f(n), nén a, | f(n+ a). Tuong tu ta cing ¢ a, | g(n + a).
Tu 2 diéu trén suy ra,

an | ged(f(n +a),g(n + a)) = anya-

Lap luén tuong tu antq | f(n + a) VA Apta | a, NN Ay yq | f(n) Va Aptq ‘ g(n)
va do db aptq | an. Tit d6, ta cb anyq = a, v6i moi n € N*, hay ta c6 diéu phai
chiing minh.

Pinh 1y 6 | (Dinh Ly Hensel) Cho da thic f(z) € Zj; va s6 nguyén té p. Néu phuong
trinh dong du f(z) = 0 (mod p) c6 ding r nghiém nguyén phan biét 1a
xgl), mgl), ol x,(}) thudc doan [1;p| sao cho f’(xz(-l)) #0 (mod p), Vi = 1,r
thi phuéng trinh dong du: f(x) = 0 (mod p¥) c6 ding r nghiém phan biét
thuoc doan [1; p"].

Chitng minh: Ta chimg minh kthng dinh bang quy nap. That viy:
Véi k = 1 khang dinh hién nhién ding theo gié thiét.
Gia st khang dinh ding v6i k > 1, ¢6 nghia phuong trinh déng du f(z) = 0

(k) (k) )

(mod p¥) c6 diing r nghiém nguyén phan bigt 1a 7, x5, ..., .1’7(«k thudc doan
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Dinh Iy 7

Vi du

[1; p¥] va f’(xz(k)) # 0 (mod p) ,Vi = 1, r. Ta chting minh khéng dinh ciing diing
v6i k + 1, hay phuong trinh dong du: f(z) = 0 (mod p**1) c6 ding r nghiém
nguyén phan biét thudc doan [1;pF+1].

That vay: Goi xg 1a 1 nghiém ctia phuong trinh

F@)=0 (mod ). 1)
Xét 86 1 = xo+p*t, t € [0;p— 1] v6i t 1a nghiém nguyén duy nhat ciia phuong
trinh:
f(xo)
pk:

hién nhién ton tai do ged(f’(xo),p) = 1.
Ta sé chiimg minh x; 14 nghiém cta phuong trinh

+ f'(29).t =0 (mod p)

f(z)=0 (mod p*th). (2)
Tuong tu nhu chimg minh dinh 1i 3 ta c6:

f(x1) = f(xo) + f'(20) =0 (mod pkH).

Vay phuong trinh (2) c6 {t nhat r nghiém. (*)
Ta chitng minh phuong trinh (2) ¢6 ding r nghiém. That vay: gid st z la
nghiém ctia (2). Khi dé ta c6 f(x) =0 (mod p”*), nén x phai cé cling s6 du véi
mot trong cic cic nghiém ctia (1). Goi xg la s6 du d6, khi d6 ta cé thé viét
=120+ p¥ t véite[0;p* —1] va t 1a nghiém nguyén ciia phuong trinh:
f;xko) + f'(20).t =0 (mod p*)

va t 1a duy nhét do ged(f/(xo),p) = 1.
Do d6 tuong tu nhu chimg minh (*) ta suy ra ngay (2) c¢6 ding r nghiém.
Nén theo nguyén 1y quy nap ta cé diéu phai chitmg minh.

(Lagrange) Cho da thic f(z) = apa™ + ap—12" ' + -+ + a1 + ag, n >
1, a, # 0 v6i hé sb nguyén. Xét phuong trinh dong du:

f(z) =0 (mod p),

p 14 s6 nguyén t6. Néu phuong trinh trén c6 n+ 1 nghiém phan biét (mod p)
thi moi hé s6 a; (i = 0,1,2,...,n) déu chia hét cho p. N6i riéng khi dé
f(a) =0 (mod p), Va € Z.

Viéc chitng minh dinh 1f nay danh cho ban doc. Tiép theo, ching t6i xin gi6i
thiéu mot s6 bai todn lién quan dén cac tinh chat s6 hoc clia da thic.

(USA 2010) Cho P(z) 1a da thtic hé s6 nguyén thod man P(0) = 0 va
ged(P(0), P(1),...) = 1. Chimg minh rang cé v6 han s6 nguyén duong n
sao cho

ged(P(n) — P(0),P(n+1) — P(1),...) =n.
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Lot ciar | T gid thiét P(0) = 0 va ged(P(0), P(1),...) = 1 nén ta c6 P khéac da thiic
hang, do d6 khéng mat tinh tong quat gia st P'(1) # 0.
Ta chitng minh néu p la 1 s6 nguyén té bat ky sao cho p khong 1a uéc clia
P'(1) thi n = p*, k € Z* thod man yéu cau dé bai, that vay:
Vi

p* | P(p* +1i) — P(i),Vi € Z

p* | ged(P(p*) — P(0), P(p" + 1) = P(1),...).
Mat khac theo mé rong ciia bo dé tiép tuyén ta co:
P(p"+1) = P(1) = P'(1)p"  (mod p**h).

Ma p khéng 1a wée ctia P'(1) nén v,(P(pF +1) — P(1)) = k.
Cudi cling ta chi ra rang khong ton tai s6 nguyén t6 ¢ # p 1a uéc ciia cac sb:
P(p*) — P(0), P(p* +1) - P(1),....
Gia sit trai lai rang véi moi i, ta c6 q | P(p* + i) — P(i).
Mat khac ta cing cé
q| P(b-q+1i)— P(i), Vb e Z.

T day ta quy nap duge:

P(i+ap® +bq) = P(i) (mod q); Va, b€ Z.

Ma (p¥, ¢) = 1 nén theo cong thitc t& hgp tuyén tinh ta suy ra ton taia, b € Z
dé ap® + bg = 1 kéo theo:

q| P(i+1)— P(i), Vi € Z

Hay
q| P(1)—P(0)
q| P(2)—-P(Q1)
q|P(i+ 1) — P(i).
Do dé:

q | P(1)=P(0)+P(2)—P(1)+ - -+P(i+1)—P(i) = P(i+1)—P(0) = P(i+1), Vi € Z.

Ma ged(P(0), P(1),...) = 1 nén ta c6 diéu mau thuan. Hay ta c6 n = p¥ ma
c6 vO s6 s6 p nhu thé, nén ta c6 dpem. O

Vidy | (KHTN 2011) Chimg minh rang v4i mdi s6 tu nhién n, ton tai duy nhat sb
nguyén duong z € [1;5"] sao cho 5" | 23 — x + 1.

Lo1 ciAl | Xét da thiic f(z) = 23 — 2 + 1. Bang cach thit truc tiép ta thay phuong trinh
dong du: f(z) =0 (mod 5) c6 duy nhat nghiém 13 3, Vo = 1,5 ma 51 f/(3),
nén theo dinh ly 6 ta cé ngay dpcm.

O
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Vi du

LOI GIAI

(Putnam 2008) Cho p 1a 1 s6 nguyén t6 va da thitc f(z) € Ziy) thod man:

{£(0); F(1);...; fF(P* — 1)}

1a hé thing du day da modulo p?. Chimg minh rang:

{£(0); f(1);. - F(P* = 1)}
13 hé thang du day di modulo p3.

Trudc tién ta chimmg minh rang f'(z) khong chia hét cho p véi moi = nguyén.
That viy, gid st trai lai rang ton tai  nguyén nhu thé thi khi dé ton tai
y €7Z, 0 <y < psao cho

r=y (modp)=zx=p - kt+y(kecZ").
Khi d6 suy ra,

fl@)=fpk+y)=f(y) =0 (mod p).

Ap dung md rong ctia bd dé tiép tuyén, ta dugc:

fy+p)=fWp+ fy) = fly) (mod p?).

Ma0<y<y+p<p?—1. Suy ra, mau thuan.
Vay khong ton = € Z dé p | f(x). (1)
Tiép theo, ta gia st ton tai: a, b € Z, 0 < a < b < p? sao cho

fla)=f(b) (mod p®).

Dat a = ag + p?a1, b= bg +p*b1 (0 < ag, bo, a1, by < p% a, b < p?). Ta co:

f(a) = f(ao +p*a1) = f(ag) (mod a)
tuong tu suy ra
F(b) = f(bo) (mod p?).

Ma f(a) = f(8) (mod p?), nén f(ag) = f(bo) (mod p2).

Mit khac {£(0); f(1);...; f(p?—1)} 1a hé thang du day di modulo p?, nén
ta phai c6 ag = bg.

Lai 4p dung mé rong ctia bé dé tiép tuyén, ta dugc:

fla) — f(b)
f(ao) + p®ar f'(ao) — f(bo) — p°brf’ (bo)
P’ f'(ag)(ar —by) (mod p®).

0

Ma két hop (1) suy ra a; = by (mod p) va do dé a3 = by, mau thuan véi dieu
gid sii.
Vay tit cdc diéu trén cho ta dpem.
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Vidy | Tim tat c& cac da thitc f(x) € Ziy thod man néu f(n) | f(m) thi n | m.

Lot a1l | Trude tién ta sé chiing minh nhén xét sau:
Nhén xét 4 | Véi da thic f(z) € Zj,) khac hiang thi ton tai v6 s6 p nguyén t6 thod man
v6i moi k nguyén duong thi ton tai n nguyén duong sao cho: p¥ | f(n).
That vay:
Khong mat tinh tdng quat ta cé thé coi rang f 13 mot da thic bat khd quy
vi néu f khong bat quy thi ta cé thé xét uéc cia f.
Véi f 1a da thitc bat kha quy thi f(x) va f/(z) khong thé c6 uéc chung la da
thttc, do vAy theo Pinh 1y Bezout thi ton tai k(z), I(z) € Ligva A€l dé:

f(@)k(z) + f(2)l(z) = A.

Theo Pinh 1y Schur, ta thiy f(x) cé thé c6 udc nguyén t6 p 16n tuy y tai
cac diém z nguyén duong. Chon p > A thi suy ra p{ f'(z).

Do d6 4p dung Hensel Lifting ta chitng minh dugc nhan xét.

Quay tré lai bai todn, ta c6 v6i n € Z bat ky thi:

f(f(n)+n)=f(n) =0 (mod f(n)),

nén suy ra

f) [ fin+ f(n)) =n|n+ f(n)=n|f(n),
hay néi cach khac, 2 1a uc ctia f(z) tai tit cd moi diém x nguyén, kéo theo:
x| f(z),Vox € R, va do d6 ton tai h(z) € Zy dé f(z) = a¥g(x), v6i k 1a s6
nguyén duong 16n hon 1 dé cho ¢(0) # 0.
Gia stt g(z) khac hang thi theo nhan xét 4 & dau bai thi ta chon dugc p
nguyén t6 thod p > ¢g(0) va p¥ | g(m) véi m 1a sé nguyén duong nao dé.
Vi g(p) = g(0) (mod p), nén ta suy ra ged(g(p),p*) = 1. Khi d6 xét hé dong

du sau:
{n =m (mod p*)

n=p (mod g(p))
hé trén c6 nghiém theo Pinh ly CRT. Khi dé:

g(p) In—plgn)—gm =g |gn)

p*Im—mn|g(m)—g(n) =p"|gn).
Ma do
ged(p¥, g(p)) = 1, f(p) =1p"g(p) | 9(n) | f(n),

hay ta phai c6 p | n. Mat khac p | p¥ | g(n) va lai cé: g(n) = g(0) (mod n).
Céc diéu trén cho ta: p | n | g(n) — g(0), nén p | g(0) diéu nay mau thuan véi
cach chon p.

Viy g(z) 1a da thiic hang. Do d6 ta cé tat ca da thiic can tim cé dang a - x
véiac€ZvakeZ".

Thit lai ta cé tat ci da thitic c6 dang nhu trén déu thod man. O

k
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Vi du

L3I GIAI

Vi du

L3I GIAI

Tim tat cd da thtc P(x) € Zpy) thod man ton tai vo han s6 m sao cho
P(P(n) + n) 1a s6 nguyén to.

Goi A 1a tap céc s6 n € ZT thoa man P(P(n) + n) la sé nguyén t6, khi dé:
P(P(n)4+n)=Pn)=0 (mod P(n)) = P(n)| P(P(n)+mn), Vn € A,

va do d6 P(n) =1 hodc P(n) =1 hoac P(n) = P(P(n)+n),¥n € A. Ma do
tdp A la v6 han nén:

P(z) = P(P(x) 4+ z), Vx € R. (%)

(vi P(x) =1,Vx € R khong thod man).
bat deg P(z) =k € N.
Néu k > 2 thi tit (*) ta c6 k> =k = k € {0;1} v 1y. Do d6 k € {0;1}.
V6i k = 0 thi: P(x) = p v6i p 14 s6 nguyén t6 thod man yéu cau dé bai.
Vé6i k =1 thi: Pat P(x) =ax+b, a, be Z, a#0. Tu (*) ta cb

ax +b=alax +b+x)+b=(a® +a)x +ab+b, Yo €R.
Dong nhat hé s6 ta duge a = 0 (mau thudn).

Vay da thittc duy nhat thod man yéu cau dé bai 1a P(z) = p véi p 14 sd nguyén
t6. O

(VMO 2000) Xét da thitc P(z) = 2 + 15322 — 1112 + 38. Chitng minh rang cé
ding 9 s6 nguyén a € [1;3%0%] va chia hét cho 329,

Ta thiy ring
3115322 —11lz =3 |2 +38=2=1 (mod 3).
Dit x =3k + 1,k € Z thi:
23 4+ 15322 — 111z + 38 = 27(k® + 52k* + 22k + 3).
Do d6 véi 1 < a < 32000 thi
3% P(a) & 3"99|Q(k), voi 0 < k < 319,
Trong d6 Q(k) = k3 + 52k? + 22k + 3. Ma 3 | 51k? + 21k + 3, nén
B3I+ k2 +k=k(E>+k+1)=k=0 (mod 3).
Dit k = 3t,t € Z thi:
k3 + 52k% 4 22k + 3 = 3(9t> + 156> 4 22t + 1).
Do d6 véi 0 < k < 3199 thi
31997 Q(k) < 3199 | R(t), v6i 0 < t < 3199,

Trong dé R(t) = 9t + 156t2 4 22t 4 1, nén 3 1 R'(t) = 27t> + 312t + 22 ma
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trong khoang [1;3] chi ¢6 2 thod 3 | R(2) nén 4p dung Pinh ly Hensel suy
ra phuong trinh: R(t) = 0 (mod 3'9%) ¢6 duy nhat 1 nghiém trong khoing
[1;31996]. Goi nghiém d6 1 a thi

31996 | ;. 31996 o | , 31997 9 4 4
cting 1a nghiém.
Vay ¢6 téng cong 9 nghiém hay ta c6 dpem. O
Vidu | Cho A 1a mot tap vo han céic s6 nguyén duong. Tim tat cd cdc sd nguyén
duong n thod man v6i moi a la phan ti ctia A thi:
l+a+a’+-+a"|1+a" +a®+ - +a™

LOT GIAI | Xét s6 nguyén duong n bat ki thod man yéu cau bai toan khi dé, dat:
Piz)=1+z+2? 4+ +2" Q) =1+z" +22 +.. 42"

T gid thiét de bai, ta c6 P(a) | Q(a) v6i vo sd sd nguyén duong a, kéo theo
P(z) | Q(z), Yz € R.
Ta thay rang:

"' =1 (mod P(z)).

Do vy, goi t; 1a s6 du trong phép chia i! cho n + 1, Vi = I, n. Khi dé:
Qz)=a"+ah 422 + ... 42! .= S(z) (mod P(z)).

Vi cac t; khong vugt qua n va dong thai S(z), P(x) la téng cia n — 1 don
thitc nén dé P(x) | S(x) thi P(x) = S(z), Vz € R, va do dé6: {0,11,2!,... n!}
13 1 hé thing du day di modulo n + 1. Suy ra, xét n > 4 ta dudc: n! Z 0
(mod n + 1) hay n + 1 1 6 nguyén t6 hosic n + 1 =4 (loai do n > 4).

Ma theo Pinh ly Wilson thin! = -1 =n (mod n+ 1) ma (n,n+ 1) = 1,
suy ra (n — 1)! =1 (mod n + 1). Diéu nay mau thuan.

Vay n < 3. Bang céch thit truc tiép ta thiy chi c6 n = 1, 2 thod man.

Vay n =1, 213 2 gid tri duy nhat thod man yéu cau dé bai.

Viduy | Tim tit ci cdc da thic f(x) € Z(y) thod man diéu kién:

ged(f(n), f(2™) =1, Vn € ZT.

Lor ciAl | Gia st ton tai k € Z1 dé f(2%) c6 udc nguyén tb 14 p, khi d6 ta xét 2 trudng
sau:

TH1: p = 2.

Chon s 14 s6 chan va s > k khi dé:

2|2° 28| f(2°) - f(2") = 2| f(2°)

va do dé:
2[2° =5 | f(2°) = f(s) = 2| f(5).
Dan dén mau thuan do ged(f(2%), f(s)) > 2.
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TH2: p > 3 Xét hé phuong trinh dong du an s sau:

s=2% (mod p)
s=k (modp-—1)

Hé trén c6 nghiém theo Pinh ly CRT va theo Pinh ly Euler thi:
2 =s5=2 (modp)=p|ecd(f(2°), £(5)).
Va do dé ta c6 diéu mau thuan.
Vay f(2%) chi c6 thé nhan gid tri 1 hosic —1 tai vo s6 diém hay f dong nhat
1 hoac —1.
Thit lai ta thay thod man yéu cau dé bai.

Tim tat ca da thic P(z) € Zj,) thod man:

o(n) | P(n),vn € Z™.
Gid stt ton tai da thitc P(z) € Ziy) khac 0 thod man yéu cau bai toan. Dat
P(z) = apa"™ + ap12" '+ -+ a1+ ag, a; €7Z, Yi=0,n,a, # 0.
Chon n = p®¢®, v6i p, ¢ 13 hai s6 nguyén t6 bat ki, a, 3 € Z* thod man:
B+1=0 (mod (p—1)p*) = B+1=(p—1)p'z, zcZ .
Khi d6 theo Pinh ly Euler thi:

@ = @Dk =1 (mod p*tY),

q5+1_1
Vp | ———— ] 2«
qg—1
pa+1_1 qﬁﬂ_l
p—1  q¢-1

suy ra

va:

o(n) =
Va tit cac diéu trén suy ra:
P | o(n) | P(n) = P(p*®) = p° | ao.

Tt day cho a — +o00 ta dude ag = 0. Do dé ton tai Q(x) € Ziy) thod man:
P(x) = 2™mQ(x) v6i m € ZT thoa Q(0) # 0.
bat

Q(z) = bt + b2t -k by + by, by €Z, Vi=0,t, by, by #0.
Khi dé tiép tuc chon n = p®q® véi p, g 1a 2 s6 nguyén t6 va a, b € Z* thoa:

B+1=0 (mod (p—1)p"), t € Z .
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Twong tu ta thu duge

va
at+l 1 qb+1 -1

_p
o(n) = P

T cdc diéu trén suy ra:
p" | a(n) | P(n) = p™¢"" Q0™ ¢").

Va tir day cho t — 400 suy ra by = 0 mau thuan véi cidch chon by.
Vay P(n) =0, Vn € Z* 1A da thitc duy nhat thod man hay P(x) = 0,Vx € R
O

Viduy | (IRAN TST) Tim tit cd da thtc P(z) € Zjy thod man ged(m,n) = 1 thi
ged(P(m), P(n)) = 1.

Lo1 ciil | Néu P(z) = ¢, ¢ 1a hang sb thi ta cé ngay P(x) = 1, Vo € R hoiic P(z) =
—1,Vz e R.
Xét P(x) khac hang, v6i p 1a sb nguyén t6 bat ki ta co:

P(p+ P(p)) = P(p) =0 (mod P(p)) = P(p)| P(p+ P(p)). (%)

Ma ta c6 ged(P(p),p+ P(p)) = ged(p, P(p)) néu ton tai vo sb p nguyén td dé
p1 P(p) thi kéo theo ged(P(p),p + P(p)) = 1. Két hop (*) suy ra |P(p)| =1
ma c6 vo s6 sb p nhu thé nén mau thuan véi dieu gia stt. VAy v6i moi p nguyén
t6 di 16n thi:

p| P(p) = x| P(x), Vx € R.
Khi d6 ton tai da thitc G(x) € Z,) dé P(z) = 2" G(z) voi k € Zt @& x 1 G(xz).
Néu G(z) hang thi suy ra P(x) = z¥ - ¢, V2 € R. ¢ 1a hang s6 thit lai suy ra

c¢=1 hoac ¢ = —1.
Néu G(z) khéc hang thi ta cé v6i 2 s6 m, n € Z thoa ged(m,n) = 1 thi suy
ra:

1 = ged(P(m), P(n)) = ged(m”.G(m), n*.G(n))

suy ra ged(G(m),G(n)) = 1, hay da thitc G(z) c6 tinh chat nhu P(x) va do
dé ta cling chting minh duge z | G(x), Vo € R hay mau thuin véi diéu kién
cia G(x).

Vay trong trudng hop nay khong ton tai da thic thod man.

Va do dé, tat ca da thiic thod man bai toan 1a

P(z)=1, P(x)=-1, P(x)=2", P(z) = —2"

v6i n € Z* bat ki.

O

Dé két thic bai viét, chung toi giéi thieu mot sé bai tap dé ban doc luyén tap.
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Bai toan 1

Bai toan 2

Bai toan 3

Bai toan 4

Bai toan 5

Bai toan 6

Bai toan 7

Bai toan 8

Bai toan 9

Tim tt c& da thitc f(x) € Zy), thod man v6i moi n € Z* thi f(n) cing
nguyén duong, va f(n!) = (f(n))!

Cho da thic f(x) € Zj) thod man ton tai s6 nguyén m sao cho
P(1), P(2),...,P(m) khong chia hét cho m. Chimg minh rang P(a) #
0, Ya € Z.

Cho da thtic f(r) € Zj;) khic da thic hing va goi n, k 13 hai s6 nguyén
duong. Chimg minh rang ton tai s6 nguyén duong a sao cho mdi f(a), f(a+
1),..., f(a+mn—1) cé it nhat k w6c nguyén t6 phan biét.

Cho 2 da thitc P(x),Q(x) € Zy. Ta ki hieu P(z) = Q(z) (mod 2), néu tat
cd cac hé sb clia da thitc P(z) — Q(z) déu 1a s6 chan. Xét diy da thitc P, (z)
duge xac dinh béi:

Pi(z) = Po(x) =1, Ppia(z) = Poy1(x) + 2Py (x).
Chiing minh rang Py« (z) =1 (mod 2), v6i moi n nguyén duong.

Cho abe 13 1 s6 nguyén t6. Chitng minh rang phuong trinh: az? + bz +¢ =0
khéng cé nghiém httu ty.

Goi d(n) 1a u6c nguyén t6 nhé nhat clia n nguyén, véi n khac —1, 0, 1, va ta
ki hiéu d(—1) = d(0) = d(1) = 0. Tim tat cd da thic P(z) € Zj,) thod man:

P(n+d(n)) =n+d(P(n)),Vn € Z.

(Romania 2001) Tim tat ci céc cap sd nguyén duong (m,n) véi m,n > 2 sao
cho:

m|a” —1,Va=1,n.

Tim tat cad sd nguyén duong k thod man ton tai da thitc f(z) € Ljy) va cb

béc 16n hon 1, sao cho véi moi p nguyén to, va moi a, b tu nhién ma
plab—k, thip| f(a)f(b) — k.

Cho P(z) € Zy va tap A = {a1; az,...; an} gdm n s6 nguyén duong phan

bigt. Biét rang véi moi m nguyén duong, ton tai 1 < j < n sao cho a; | P(m).
Chting minh rang, ton tai 1 < jo < n thod man:

ajo|P(m),Ym € Z*.
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Bai toan 10 | (Ukraine MO 2016) Cho 2 da thtic P(z), Q(x) € ZT[x], xét diy s6 () x4c
dinh bi:
zn = 20167 + Q(n),¥n > 1.

Chting minh ring ton tai vo6 han sé nguyén t6 p thod man: tng véi mdi p,

ton tai m sao cho p | zp,.
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Tap chi online ctia cong dong

Tap chi Epsilon, S6 25, 2/2025 nhang ngudi yéu todn

CuOC PHIEU LUU CUA KIEN

TRAN Qudc DE (Dar Hoc BAcn Kuoa HA NOI)

Giéi thiéu. Trong bai viét nhé nay, thong qua cdc ciu chuyén vé con kién, tdc gid sé gidi thiéu
dén ban doc mot s6 van dé co ban lién quan dén xdc sudt nhu: bién ngau nhién, ky vong, ham mat
do zdc sudt, ...
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Bt dau v6i mot bai todn “quen thudc” nhu sau:

Bai toan 1 | Trén mot que gd d6 dai 1 ¢m cé mot s con kién di chuyén véi toc do 1 em/s.
Biét rang néu 2 con kién néu di ngugc chiéu vao dung nhau thi ching sé quay
dau va di chuyén tiép (van git van tdc cii). Chimg minh sau 1 gidy thi moi
con kién déu da bo ra khdi que gd.

Lot 1A | Gid s trén que gd ban dau c6 n con kién, mdi con kién dudc doi trén dau
mét cai mi c6 danh sb tir 1 t6i n. Mdi lan 2 con kién di chuyén nguge chiéu
dung nhau, ching quay dau va di chuyén tiép song dong thoi ciing trdo doi
md cua ching cho nhau.

Khi d6 c6 thé nhan thiy rang, cic sé trén mi cia cdc con kién déu di chuyén
theo 1 hudng duy nhat tit dau t6i cudi, va véi van toc déu 1a 1 em/s. Do d6
sau 1 gidy, tat cd cic sd sé bién mat khdi que gd, ciing nhu khi d6 céc chu
kién da bo hét ra ngoai que gb. O

Tiép theo, chiing ta xem xét mot s6 tinh chat vé xac suat va ki vong.
Xét X 1a mot bién ngdu nhién v6i ham cong don xdc suat (cdf) Fx(x). Ta c6
thé xay dung dugc ham phan b xéc suat ctia bién ngau nhién

Y, = min(Xy, ..., X,), Z, = max(Xy, ..., X)

(trong d6 X; 1a céc bién ngau nhién doc 14p véi ciing 1 cdf Fy (x):

o« P(Yy,>z)=1[L,P(X; >2)=P(X >z)"
=1—Fy, (z)=(1— Fx(x))"
= fr. () = nfx(x)(1 - Fx(x))"!

o P(Z,<z)=]1[L,P(X; <z)=P(X <a)"
= FZn(x) = Fx(l‘>n
= fz. () = nf(x)Fx(z)" 1

Bai toan 2 | Xét X7, Xo, ..., X;, 1a cdc bién ngdu nhién uniform , doc lap trén doan [0,1].
bat Y, = min(Xy, ..., X,,), Z, = max(Xy, ..., Xp,). Tinh E[Y,], E[Z,].

Lot cral | Ap dung cong thiic bén trén v6i fx(z) = 1 va Fx(z) = = thu duge:

1

1 1
E[Y,] = /0 zfy, (r)dr = /0 nxz(l —z)" tdx = TR

n
n—+1

E|Z,] = /1 xfz, (x)de = /1 nx"dx =
0 0

Ap dung 2 bai toadn ta thu dugc bai toan sau day:

Bai toan 3 | Trén mot que goé do dai 1 em ta dat ngau nhién 99 con kién. Biét van toc
cac con kién 1a 1 ¢m/s va néu 2 con kién di chuyén nguge chi¢u nhau dung
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nhau thi ching sé quay dau va di chuyén véi van toc cit. Goi Z 1a thoi gian
dé toan bd 99 con kién bo hét ra khéi que gd. Tinh E[Z].

Lo1 GIAI | Tuong tu bai toan 1, néu ta coi nhut céc con kién doi chiéc mi trén dau danh
s6 tit 1 dén 99, mbi 1an 2 con kién dung nhau thi quay dau dong thdi tréo
doi chiéc mii doi trén dau. Khi d6 ta quan sat thdy mdi sb trén mi déu di
chuyén theo 1 huéng duy nhat tit dau t6i cudi véi van tée 1 em/s. Do cac
con kién duge dit ngdu nhién trén que gd, do d6 thoi gian dé 1 sb trén mil
di chuyén ra khéi que gb 1a 1 bién ngau nhién uniform trén doan [0, 1].

T d6 néu Z 1a thoi gian dé toan bod céc con kién bo ra khdi que gb thi
Z = max (X1, ..., Xg9) trong d6 X; 1a cdc bién ngau nhién doc lap uniform
trén doan [0, 1].

St dung bai toan 2 ta thu duge E[Z] = 35. O

Nhén xét: Néu goi Z 1a thai gian con kién dau tién rdi khéi que gd thi ta ciing
tinh duge E[Z] = 4.

Sau day 1a mot sb cau héi mé rong tit bai todn trén:
Bai toan 4 | Van st dung de bai tit Bai toan 3, goi Alice 1a con kién tht 50, tinh xéc suat
Alice ltc r&i khoi que gd thi di chuyén trung véi huéng di chuyén ban dau

clia né (gid sit Iic ban dau, Alice di sang phai thi lic r6i khéi que go ciing di
sang phai).

Lo1 c1A1 | Ta c6 cdc nhan xét sau day:

« Vi trf tuong ddi clia céc con kién 1a khong thay doi.

e Néu ban dau c6 t con kién ré phai thi khi két thic ciing cé tong cong ¢
con kién ré phai.

Khéng mat téng quat, gia st ban dau Alice di sang phai, thi dé cudi cling
Alice két thtic 14 di bén phai thi khi dé ldc két thic phai c¢é it nhat 50 con
kién ré phai do c6 49 con bén phai Alice va ca Alice, suy luan tit hai nhin
xét trén.

Do vay, ban dau phai c6 it nhat 49 trong 98 con kién (khéng tinh Alice 1a

con & chinh gitta) 1a 1& phai. Ta tinh dugc xac suit clia bién c6 nay 1a

4ol
298 °

1 1
2@-(ng+095§)+"'+0§88) =3

Bai toan 5 | Tinh xdc suat dé Alice 1a con kién cudi cting roi khoi que gb.

Lot c1Ar | Ta cling ¢6 nhan xét sau day:

Dé Alice 1a con kién cudi cliing r6i khéi que go thi lic két thiic phai c6 49 con
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chon ré phéai, 49 con chon ré trai.

T nhan xét trén két hop Bai toan 4 thi dé Alice 1a con kién cudi cung rdi
khéi que gb thi ban dau phai c6 49 con chon ré trai, 49 con chon ré phai. Do
dé, x4c suat bién cb nay la:
049
98
299 *
O

Bai toan 6 | Tinh ki vong s6 1an céc con kién va cham. (Mdi lan 2 con kién di ngugc chiéu
dung nhau duge tinh 1a 1 1an va cham).

Lo1 GiAr | Gid sit moi con kién cam 1 chiée ¢d, mdi lan 2 con kién dung nhau thi chiing
ddi ¢d. Khi d6, ta thiy rang sb 1an va cham bang véi s 1an céc ¢ “luét qua
nhau”. Chti ¥ ¢ chi di chuyén theo 1 huéng nhat dinh tit dau t6i cudi, tuong
tu nhu Bai toan 1.

Xét 2 co bat ki, thi xic suat 2 ¢ gip nhau la i (do chi ¢6 1 kh& nang

(trai-phai) trong 4 kha nang tréi-trai, phai-phai, trai-phai, phai-trai).
Ma c6 C2y cdp ¢ nhu vdy, vi thé nén ki vong s6 lan va cham 13 (theo tinh
chit tuyén tinh ciia ki vong):

1

1'039'
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TONG QUAT MOT BAI BAT PANG THUC

Vo Qubc BA CAN, HA NOI
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1. Gidi thidu

Nam 1994, trén tap chi Crux Mathematicorum, muc Problems, tac gid Ji Chen
dé xudt bai toan bat dang thitc thi vi sau (bai 1940) [1].
Bai toan 1 | Cho cdc s6 thuc duong a, b, c. Chitng minh rdng

1 1 1
@t0? T 12 (cta?

(ab + be + ca) > % (1)

Mbt két qua dep, chat cho ba bién s6 a, b, c. Bai todn sau dé dudc stt dung lai
trong deé thi Olympic Todn ctia Iran nadm 1996 [2].

D6 khé va nét dep ciia bai toan trén da thoi thic nhiéu ngusi di tim cac 16i
gidi méi (cé 1& vi 16i giai ban dau sit dung bién ddi tuong duong kha phitc tap)

ciing nhu tuong tu héa hodc téng quat héa noé.

N&m 2007, trén dién dan Mathlinks (bdy gid 1& Art of Problem Solving), téc
gid Pham Kim Hung dé xuat bai toan dudi day [3].

Bai toan 2 | Cho cdc s6 thuc duong a, b, c. Chiing minh rang

1 1 1
> 1. (2)

(ab+betca) | moopz * rooe T e 2a) 2

Niam 2009, trén dién dan Art of Problem Solving, tic gid Vasile Cirtoaje dé

xuat mot tong quat cho bai toan 1 [2].

Bai toan 3 | Cho cdc s6 thuc duong a, b, ¢, ©, y, z. Ching minh ring

2 . 2 " 2
(a+b)(z+y) (BG+e)(y+z) (c+a)(z+x)

. ()
b+c)x+(c+a)y+ (a+b)z

=1

Tuy nhién, két qua ctia tc giad Vasile Cirtoaje khong thuc sy sat v6i dang gbe
clia bai todn 1. Mot cach tu nhién, ta dat ra cau héi liéu két qua sau day cé
ding khong?

Bai toan 4 | Cho cdc s6 thuc duong a, b, c. Khi dé, vdi moi s6 thuc khong am k, ta déu

co
1 1 1 9

@t k)2 "otk T et ka?) S A1 R)?

(ab + bc + ca) (4)

Két qua 1a khing dinh! VA trong bai viét nay, ching toi sé trinh bay chimng
minh chi tiét cho bai todn trén.
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2. LJi giai ctia mot sé truong hop riéng

2.1. Lai giai bai toan 1

Khoéng mét tinh tong quét, gia stt @ > b > ¢. Ta sé chitng minh

1 1 1 1 2
> 4=
@02 T 002 (cra? " dab T bt )(cta)

Bat déng thic niy tuong duong véi

1 1 2 1 1

b+ " era? (tolcta) —dab  (a+b?

hay
(=87  _ (a-bp
(b+c)%(c+a)? ~ 4ab(a + b)?’
Vi (b+¢)? < 4b% < 4ab va (c+a)? < (a+b)? nén bat dang thitc cudi hién nhién
ding.

Bay gis, sit dung két qua trén, ta cé

1 2 1 cla+bd) 2(ab+ bc+ ca)
Ty > tr, 2 .1
VT 2 (ab+be+ca) 4ab + (b+c)(c+a) i 4ab (b+c)(c+a)
9 clatd) 2¢2 9 cllat+b)(b+c)(c+a)—8ab] 9
4 4ab (b+c)(c+a) 4 4ab(b+c)(c+a) 4

vi (a+b)(b4c)(c+a) > 2v/ab-2v/bc-2\/ca = 8abe, theo bat dang thitc AM-GM.

2.2. Loi giai bai toan 2

Xét hai truong hgp sau.

Truong hop 1: 4(ab + be + ca) > a® + b + ¢2. Sit dung bat ding thitc Cauchy-
Schwarz, ta co

1 > (a+ 2¢)] 2 B 9(> a)?
2 (a + 2b)2 = S(a+2b)%(a+2¢)2  Y(a+2b)%(a+2c)?
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Nhu vy, dé chiimg minh bat ddng thitc (2), ta sé& chiing minh

9(> a)2 (D ab) =3 (a+20)*(a+20)

D& thiy Y (a + 2b)%(a +2¢)? = (X a)* + 18 (X ab)?, do d6 bét déng thic trén
c6 thé duge viét lai thanh

9 (Za)Q (Zab) > (Za)4—|—18 (Zab)Q,
ha;
' (et Ya) (15— ) > 0

Bat ding thic nay ding vi a2 > Sabva 4 ab > Y a2

Trudng hop 2: a? + b2 + ¢ > 4(ab + be + ca). Khong mat tinh tong quat, gia
stt a = max{a, b, c}. Néu aa < 2(b + c), ta ¢6 a® +b? + ¢ — 4(ab + be + ca) =
a(a —2b—2¢) +b(b—a)+ c(c — a) — 4be < 0, mau thuan. Do d6 a > 2(b+ ¢).
Béay gid, stt dung bat déng thiic AM-GM, ta c6

1 1 1
>
2t ar ot 5207 2 i oh) T2
2 1
= >
2(ab + bc+ ca) —b(a —2b—2¢) — ab+bc+ca’

2.3. Loi giai bai toan 3

Bat déng thiic can ching minh tuong duong véi

2[(b+ )z + (c+a)y + (a+ b)z]
2 (b+c)(y +2) 2 9. (5)

Cht ¥ rang

o 20a(y+2)+x(b+c) + cy + bz]
VT =2 (b+c)(y+2)

(bz + cy)
_QE:b—i—c+ Zy+z Z(b—l—c )y + 2)
—2y ¢ +227+3_Zw
- b+ec y+z (b+c)(y+2z)

Miit khac, stt dung bat ding thitc AM-GM, ta lai c¢6

b—c)y—2z _1{(b—c)? (y—=2)> 2be 2yz

b1tz 2|0t T wreE| Tt (ro?
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Do do6
VT >2Y 423 2 +27ch T L
G)="Zlapie (b+c)? (y + 2)2

y+z
=2(E) [Erap] () S

Bay gi, sit dung két qua bai todn 1, ta c6 ngay két qua can ching minh.

49 4+ 9/17

2.4. Loi giai bai toan 4 véi k > )

Trude hét, ta chitng minh bo dé sau.

B dé. Cho cde s6 thuc duong a, b, c. Khi dé, vdi moi sé thuc k > %ﬁ’ ta

déu cé
a n b n c S 3 (6)
Vo+ ke c+ka a+kb ™ V1+k

Chimg minh. Dt @ = /G1D2 = JEH0 gy 5 = JETDE Khi 46, ta c6

(k+1)a — 2% — kx?c =0,
ky*a — (k+ 1)b+y*c =0,
224+ k2’b— (k4 1)c = 0.

Hé phuong trinh nay c¢6 vo sb nghiém (a, b, ¢) nén dinh thiic ciia né phai bang
0. Tt do, ta chitng minh dugc

E(x?y? + 222 + 2227 + (K2 — k+ 1)2y?2? = (k +1)2 (7)

Gidstor+y+z<3d. Datr+y+z=3tvéi0<t<lvaditm=73,n=
p=7,tacom+n+p=3. Khidé

Bl

)

VTi7) = kt! Z m*n®+ (k* —k+1)t"m?*n?*p* < k Z m*n? 4+ (k* — k+1)m?n?p?.
Két hop véi (7), ta duge kY. m?n? + (k? — k + 1)m?n?p? > (k + 1)2, hay
k (Z m*n? — 3m2n2p2) > (k+1)%(1 — m?n?p?).
Do k > %/ﬁ nén (k+1)2 > %k. Két hop véi bat ding thic trén, ta dugc
16 (Z m?n? — 3m2n2p2) > 81(1 — m*n?p?),

hay
16> m*n® 4 33m*n’p* > 81. (8)
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Dit Q = mn + np + pm va R = mnp, khi d6 dé thidy Q < 3 (két qui quen
thuoc), R < 1 (theo bt ding thitc AM-GM) va R > 222 (theo bt ddng thiic
Schur).
Néu Q < %, ta co

V(g < 16 m*n® + 33mnp = 16Q° — 63R < 16Q* < 8L.
Néu%ﬁQSB,tacé

VT(g) < 16> m*n®+33mnp = 16Q*—63R < 16Q*—21(4Q—9) = 4(4Q—9)(Q—3)+81 < 81.

C4 hai truong hgp déu dan dén mau thuan véi (8).

Nhu véy, ta phai c6  +y + z > 3. Bat dang thitc (6) dugc chimg minh. |

Tré lai bai toan: Stt dung bat ding thitc Cauchy-Schwarz va bat ding thic (6),
ta cé

Vi = 1%@ (X alb+ko) [Z (b—i—lkrc)?] = Hl—k:z(\/ b—fk:c)Q = (1f/<:)2'

3. Loi giai ctia bai toan tong quét

Véi k = 0, bat ding thic hién nhién ding theo bat déng thitc AM-GM. Véi
k > 0, khéng mét tinh tong quét, ta c6 thé gia sit k > 1. Bat ding thic can
chiing minh cé thé dugc viét lai dusi dang

(D ab) [Yo(a+ kb2 + ke)?] > (l<;+91)2 [1(a+ kb)2.

Khong mat tinh tong quat, gia sit ¢ = min{a, b, c¢}. Pit a = a; +x, b = b +z,
c=ci+xvéiz>—c,vau=a —bj=a—-bv=>b —c; =b—c. Bat dz&mg
thic trén tré thanh f(x) > 0, trong do6

F@) = [ @+ a)@+b)| {3 [0+ Do + a1+ kb ]*[(k + 1)z + by + ker] |
- (kfl)QH[(kJr Va + ap + kbi]?
— Afa, b, o).
Bang tinh toan truc tiép, ta c6

FO (@) = 245k = 8k +5)(k +1)* (Y0l = Y aabr) > 0.
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Do d6 f"”(x) 1a ham khéng gidm trén mién (—c1, +00). Ma f"”(x) lién tuc trén
R nén f"(x) > f"(—c1) v6i moi s6 thuc z > —cy. Vi

M = =33 [(k+ D)z + ay + kbi][(k + D)+ by + ker]

— 33 [(k+ )z + ay + &by )2 [(k + L)z + by + ke
+ (k417 >+ al)]g +(k+1)° Y@+ a)] D@+ an)(@ + b))
—18]J[(k + 1)z + a1 + kb1]

= 33 (a+ kb6 + ke) — 33 (a+ kb)(b + ko)® + (k + 1)* ()
+(k+1)° (D a) (Y ab) —18]J(a+ kb)

= P(a, b, ¢),

(
)

nén ta dé thay

" (=e1) = P(u, v, 0)
= (u® + u®v + w? 4+ v3) k3 + 3uv(u — 20)k* + 3uv(v — 2u)k + u® + v v + w? + 3
> (u? + u?v + uww? +03)(2k% — k) + 3uv(u — 20)k% + 3uv(v — 2u)k + v + u?v + w? + o?
= (2u® 4 5u*v — 4uv? + 203)k? — (v + Tuv — 2uv® + vk + ud + uPo + w4+ o3

(2u® + 5utv — duv® + 20%)(2k — 1) — (v + Tu*v — 2uv? + 0*)k + v + v?o + w? +v?

(u® + u?v — 2uv? + vk — u® — 4uPv + Suv® — 3

v

Vv

3
3(ud + u?v — 2u0? +03) — ud — 4uPv + buv? — o3
2

u? — u?v — 2uv® + 203 > 0.

Nhu vay, ta c6 f”(z) > f"(—c1) > 0. Suy ra f”(z) la ham khong gidm trén
mién (—cp, +00). Ma f”(x) lién tuc trén R nén f”(z) > f"(—c1) v6i moi sb
thuc ¢ > —c;. Vi

F(x) = =12 [(k + Dz + ay + &by [(k + )z + by + ker]?
+8(k +1) [ Y@+ a)] {0 [0+ D+ ar + kba] *[(k + 1 + by + ke
+ [0+ D+ ar + kb [(k + )z + by + ket ]
+a(k+ 1) Y (e + al)r D@+ a)(@+b)]
=720k +1) [Y(x+ )| [T[(k + Do + a1 + kb
=123 (a+ kb)2(b+ ke)® + 80k +1) (3 a) [D(a+ kb)*(b+ ke)

3@+ k)b + k)] + 4k +1)* (X a) (X ab) — 720k + 1) (X a) T[(a + k)
= Q(a7 b7 C)>
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nén ta dé thay

f(=e1) = Q(u, v, 0)
= 12uv(u® + uv + v*)k* 4 8(u + 4udv — Suv® + vh)k3
+4(u* — 200 — 15u0? — 2uv® 4+ v)k? + 8(ut — 5utv + duv® + otk
+ 12uv(u? 4+ wv + v?)
> 12uv(u® 4 wv + v?)(4k> — 6k + 4k — 1) + 8(u* + 4udv — 5uv® + v1)E?
+ 4(u* — 2u3v — 15u20? — 2uv® + v E? + 8(u* — 5udv + duv® + vtk
+ 12uv(u? 4+ wv + v?)
= 4k[2(u* + 10030 + 6u?0? + uv® + o)k + (u? — 20030 — 33u0? — 20uv® + vtk
+ 2(ut 4+ udv 4 6u*v? 4 10uv® + o).
Biéu thitc trong ngodic 13 mot tam thiic V(,ji\ bién k va c6 hé s6 cao nhat, hé s6
tu do khéng dm. Biét thiic clia tam thic bang
(u* —20uv® —33u*v? — 20uv> +-v*) 2 — 16 (u* + 10w v +6uv? +uv® +0?) (ut +udv + 6u?v? +10uv® +v*)
= —15(u® 4 %) — 216uv(u® 4 v°) — 18u%0? (u* + v?) + 48u3v? (u? + v?) — 333u*v? < 0.
(Chu ¥ rang u® 4+ v8 > w20v?(u? + v?)). Nhu vy, ta c6 f”(—c1) > 0. Suy ra

f"(z) > f"(—c1) > 0. Do dé f/(x) 1a ham khong gidm trén mién (—cp, +00).
Ma f/(x) lién tuc trén R nén f'(z) > f'(—c1) v6i moi s6 thue x > —c;. Vi

Flz) =2 [Z(a: + al)} {Z[(k + D+ ay + kby ] *[(k + D)a + by + kcl]g}
+2(k+1) Y (@ + a) @+ b)) { D[k + D+ ar + kb ] [(k + D+ by + ke
+ 3 [(k + Dz + ay + kb] [(k + D + by + ke ]}

- % {3[(k+ D)z + a1 + ki) [(k + Dz + by + kea] FTT[(k + D + a1 + kbi]

=2(Da) [Yo(a+kb)2(b+ke)?] +20k+1) (D ab) [Yo(a+kb)2(b+ ke)

+ 3 (a+ k)b + ke)?] - % [ (a+ )b+ ke)| [[(a+ kD)
= R(a, b, ¢),
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nén ta dé thay

%f/(—cl) = %R(u, v, 0)
= 2uv%(u + v)k® 4+ wv(3u® + Suv — 6uv?® + v¥)k?
+ (u® + 6u'v — 8uPv? — 4u?v® — Suvt 4+ 0°)k3
+ (u® — 5utv — 4uPv? — 8uv® 4 6uv® + v®)k? + wv(u® — 6uPv + Suv? + 3v3)k
+ 2u%v? (u + v)
> 2u20*(u + v) (5k* — 10k3 + 10k? — 5k + 1) + uv(3u® + 8u®v — 6uv? 4+ v3)k!
+ (u® + 6utv — 8uPv? — 4u?v® — 5uvt 4+ 0°)k3
+ (u® — sutv — 4uPv? — 8uPv® 4 6uv? + v9)k? + uv(u?® — 6uv + Suv? + 303k
+ 2u2v? (u 4 v)
= wv(3u® 4+ 18u?v + duv? + 0¥k + (v + 6utv — 28uPv? — 24uP0® — Buvt +0°)K?
+ (u® — butv + 16uP0? + 1200 + 6uv® + v°)k? + uo(u® — 16uv — 2uv? + 30%)k
+ 4uv? (u + v)
> wv(3u® + 18u?v + duv? + v¥) (4k> — 6k + 4k — 1)
+ (u® + 6u'v — 28u3v? — 24u?v® — Buv? + 0°)k3
+ (v’ — butv 4+ 16uP0? + 1200 + 6uv® + v°)k? + uv(u® — 16uv — 2uv? + 30%)k
+ 4uv? (u + v)
= (u® + 18u’v + 44uv? — 8u%v3 — wvt + v°) k3
+ (u® — 23utv — 92uPv? — 12u%03 + v9)E* + (13utv + 56u30v? + 140> + Tuv')k
— 3utv — 14430 — wvt
> (u® + 18utv + 44u3v? — 8uv® — uv* + %) (3k% — 3k + 1)
+ (u® — 23utv — 92u30v? — 12u%03 + 0®)k? + (13utv + 56uv? + 140’0 + Tuv® )k
— 3u'v — 14430 — wv!
= (4u® + 31utv + 40uPv? — 3600 — 3uv® + 40°)k?
+ (=3u® — 41u'v — T6uv? + 38u*03 + 10uv® — 30°)k
+ u® 4 15u*v + 30uv? — 8u?v® — 2uvt + 0°.
Biéu thtc cubi 1a mot tam thfrc v6i bién k va c6 hé sb cao nhat, hé s6 tu do
khong am. Biét thitc cia né bang
(—3u® — 41utv — T6uv? + 38u*v® 4 10uv? — 30°)?
— 4(4u® + 31utv 4 40uv? — 36uv® — 3uv? + 40°) (u® + 15utv + 30uPv? — Suv® — 2uv?t + 0°)
= —7u'% — 118u”v — 363ubv® + 156u"v® + 996u’v? — 582u°v° — 666u'v® + 192u’v” + 120u*v®
— 16uv? — 70'°
<0.

Nhu vay f'(—c1) > 0. Suy ra f'(z) > f'(—c¢1) > 0. Do d6 f(z) 14 ham khong
gidm trén mién (—cy, +00). Ma f(z) lién tuc trén R nén f(z) > f(—c1) véi
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moi s6 thuc > —cy. Ta s& chitng minh f(—c1) > 0, hay
A(u, v, 0) > 0.

Vé6i uv = 0, bat ding thtic hién nhién ding. V6i uv > 0, bat déng thitc
A(u, v, 0) > 0 tuong duong véi

uv ! + ! + 1} > ) 9)
(u+kv)?2 k2?2 0] T (k+1)%
St dung bat ding thitc AM-GM, ta c6
LN SRS SN SR (u + kv)? 11 (uth)’
(u + k}’U>2 k2U2 ’02 (u + ]f’l})Z (]{7 + 1)4U21)2 k2u2 U2 (k‘ + 1)4U2U2
! (u + kv)? 1k 1o 1
(u+kv)®  (k+1)*202 [k (k+1)*] ? (k+1)*] v?
2%
- (k +1)*uv
2 oL k2 ! 2% |1
T (k+1)? k2 (k+1)* k+1*  (k+1)*| w

Nhu véy, dé chiing minh bat dang thic (9), ta sé chimg minh

Y S P U D S
K2 (k+1)f k+D'  (k+1)* T (k+1)

hay

20/ (k + 2)(2k + 1)(K2 + 2k + 2)(2k2 + 2k + 1) > VA(TK® + 16k + 7).

Bét ddng thitic cubi ding vi VT? — VP2 = (16k? + 39k + 16)(k? — 1)2>0. Nhu
vay, ta ¢6 f(z)> f(—c1)>0. Bit ding thicc (4) dudc chimg minh xong.

4. Loi binh

C6 thé thay 10i giai trén mac du da gidi quyét duge tron ven bai todn 4, nhung
15i gidi van qué phtic tap va can sit dung rat nhiéu tinh toan. Ching t6i hy
vong trong thoi gian t6i sé c¢6 nhing 16i giai gon dep hon cho bai toan nay.
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MOTI LIEN HE VE SU HOI TU
GITA DAY TONG VA DAY TICH

NGUYEN TAN PHUC, TRAN NHAT QUANG (TRUONG DAI HOC SU PHAM TP HO CHi MINH)

Giéi thiéu. Trong todn hoc, day tong (hay chudi) la mét chi dé dugc nghién citu rong rdi va sdu
sdc, vdi nhieu két qud quan trong da duoc zdy dung qua hang thé kiy. Tu cdc chudi hinh hoc don
gidn dén cdc chuoi Fourier phic tap, ngudi ta da phdt trién nhiéu cong cu va tiéu chuan dé nghién
ctu su hoi tu, tinh chdt va wng dung cta ching trong nhiéu linh vue. Tuy nhién, cdc cong cu dé
nghién ciiu vé day tich (tich vé han) lai chua duoc nhdc dén nhiéu, khién cho nhiéu ngudi cé tam
lj “e ngai” cdc bai todn vé day tich, hay xa hon la chua thay dudc moi lién hé vé su hoi tu clia hai
logi ddy néu trén. Vi vdy, bai viét ndy hudng tdi muc tiéu xdy dung mot lj thuyét tuong doi bai ban
lién quan dén ddy tich, dé ti do, lam 16 moi lién hé vé su hoi tu ciia day tich vdi day tong.
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1. Kién thiic bd trg vé chudi sb

1.1. Cac khai niém co ban

Trudc hét, ta nhac lai mot s6 khai niém co ban vé chudi s6 va mot so6 diéu kién
X 2 X £ A
can dé chudi so hoi tu.

Dinh nghia 1 | (Chudi s6) Cho day sb thuc (a,). Ta goi tong v han dudi day
(o]
a1+a2+...+an+..-: Zan
n=1

13 mot chudi sb c¢é sé hang téng quat 14 a, va goi téng riéng thit n cla
chudi s6 trén 1a tong hitu han sau

n
Sn:al—f—ag—l—-'-—l—an:z:ak.
k=1

Pinh nghia 2 | (Su hoi tu ctia chudi s6) Néu diy tong riéng (S,) c6 gidi han 1a S (c6 thé
[ee]

hitu han ho#ic v6 han) thi ta goi S 1a téng ciia chudi s6 Z an va viét

n=1
[e'9)
Z anp = S.
n=1

o0
Néu S € R thi ta néi chudi Z a, hoéi tu vé S. Trong cac trudng hop con

n=1

(o)
lai, ta noéi chudi Z a, phan ky.

n=1
o0
Chi ¢ Sy hoi tu cta chudi sd Z an khong phu thudc vao hitu han cac s6 hang dau
n=1
tién.
oo
Pinh 1y 1 (Diéu kién can dé chudi s6 hdi tu) Néu chudi so Z a, hoi tu thi ta cé
n=1

oo
lim a, = 0. N6i cach khéic, néu (a,) khong hoi tu vé 0 thi chudi sd Z an
n—,oo el

phén ky.
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o0
Chitng minh. Gia sit chudi sb Z a, hoi tu vé S, khi d6, theo Dinh nghia 2, ta
n=1
¢ lim S, =95, suy ra
n—o0

lim an:nli_{rolo(Sn—Sn_l) =5-5=0.

n—oo
|
1.2. Céc tiéu chuan hoi tu thudng ding
oo
Pinh Iy 2 Diéu kién can va di dé mot chudi sé6 khong am Z a, hoi tu la day tong
n=1

riéng (Sy,) bi chan trén.

Chiing minh. Vi (ay) 1a day khong &m nén (S,) la day tang. Do d6, theo Pinh

o0
Iy Weierstrass, Z ap hoi tu hay day (S,) hoi tu khi va chi khi (S,,) bi chan
n=1
[

trén.

Pinh Iy 3  (Tiéu chuan Cauchy) Chudi Z ap, hoi tu khi va chi khi (S,,) 1a day Cauchy,
n=1

nghia 1a v6i moi € > 0, ton tai N € ZT sao cho v6i moi n > N, p € Z1 thi

n+p

S

k=n+1

|5%+p——Sn|:: <E.

o0 o0
Pinh Iy 4  (DAu hiéu hoi tu tuyét déi) Néu chudi Z |an,| hoi tu thi ta néi chudi Z an
n=1 n=1

oo
hoi tu tuyét dbi va khi d6 chudi »  a, ciing hoi tu.

n=1

oo o0
Chitng minh. Gia st chudi Z |a,| hoi tu, ta chimg minh chudi Z ay,, cung hoi

n=1 n=1
tu.
n n
Véi méin € ZT, dit Sp = an va S = |an|-
k=1 k=1

oo
Lay € > 0 tuy ¥, 4p dung Dinh 1y 3 cho chudi Z las|, ta tim duge s6 N € ZT

n=1
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sao cho v6i moi n > N va p € ZT thi:

n+p
! ! / /
n+p Sn = ‘Sn—l—p - Sn = Z |ak| <e.
k=n+1
Tt d6, v6i moi n > N va p € Z™T, ta ludn co:
n+p n+p
|Spgp — Sn| = Z ap| < Z lag| < e.
k=n+1 k=n+1

o0
Vi véy, theo Tiéu chuan Cauchy 3, ta két luan dugc chudi Z an hoi tu. |

n=1

oo
Pinh 1y 5  (Tiéu chuan so sanh) Néu |a,| < b,,Vn > N, v6i N € Z* nao dé va Z by,

n=1

o0
hoi tu thi )  a, ciing hoi tu.

n=1

o0
Chiing minh. Gid st |a,| < by, Vn > N, v6i N € Z* nao dé va chudi Z b, hoi

n=1
oo
tu, ta chitng minh chudi Z ay cung hoi tu.
n=1
n n
V6i mdin € ZT,n > N, dat S, = Y |ag| va ), = Y by, 6 |an| < by, Vn >

k=N k=N
N,tacd S, <S/,Vn>N.

oo
Vi chudi Z bp hoi tu nén day (S}, hoi tu, suy ra (Sy,),>y bi chan trén,
n=1
ma S, < S}, Vn > N nén day (S,),>n cung bi chin trén.
n
Suy ra day tong riéng (Z la| cing bi chan trén, ma |a,| > 0, Vn > 1
k=1 n>1
oo oo
nén theo Dinh ly 2, ta cé Z |a,| hoi tu, dAn dén Z a, hoi tu (tuyét doi). W

n=1 n=1
Pinh 1y 6  (Tiéu chuan so sdnh dang gi6i han) Gia st v6i N € Zt va v6i moi n > N, ta

cbap>0,b, >0va li_>m Z—" =k (c6 thé hitu han hodc v6 han). Khi dé:
n oo n

(i) Néu 0 < k < +oo thi Y ay, hoi tu khi va chi khi » _ b, héi tu.

n=1 n=1

(o) oo
(ii) Néu k = 0 thi Z by, hoi tu kéo theo Z ay hoi tu.
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oo o
(i) Néu k = 400 thi ) b, phan ky kéo theo ) a, phan ky.

n=1 n=1

Ching minh.

[e.¢]
(i) Gia st li_>m Z—n =k € (0,+00), ta ching minh Z ay hoi tu khi va chi
n o0 n el

oo
khi > by, hoi tu.

n=1

a"—k:’<§,Vn2N,

a R .
Vi lim b—n = k nén ton tai so tu nhién N sao cho 5
n

n—oo n
2 2
suy ra ﬁan <b, < %an, Vn > N.

_— > /[ 3k .
e Néu Z b, hoi tu thi Z <2bn) hoi tu nén theo Tiéu chuan so

n=1 n=1

o0
sanh 5, ta suy ra Z an hoi tu.

n=1
o0 o 2
o Néu Z ap hoi tu thi Z (an> hoi tu nén theo Tiéu chuan so sanh
n=1 n=1 k

[e.¢]
5, ta suy ra Z b, hoi tu.

n=1

Tém lai, ta ¢6 Y an hoi tu khi va chi khi ) _ b, hoi tu.

n=1 n=1

o0 oo
(i) Gid st lim Z—n = 0, ta chttng minh néu Z b, hoi tu thi Z a, cing hoi

e b n=1 n=1
tu.
g Qnp PO . Qnp
Vi lim — =0<1nén ton tai N € Nsaocho — <1, Vn > N.

Khi d6 0 < a,, < by, Vn > N nén theo Tiéu chuén so sdnh 5, Z b, hoi

n=1

[e.e]
tu kéo theo Z an hoi tu.

n=1

o er e e On R e S
(iii) Gia su Jim 5= +00, ta ching minh Z b, phan ky kéo theo Z an,

n n=1 n=1
phan ky.
a R a
Vi lim - = 400 nén ton tai N € N sao cho — > 1, Vn > N.

o0
Khi d6 0 < b, < an, ¥n > N nén theo Tiéu chuén so sénh 5, »  ay, hoi
n=1
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o0 o0
tu kéo theo Z b, héi ty, tuwong duong véi viéc Z b, phan ky kéo theo

n=1 n=1

o0
Z an phan ky. |

n=1

(o0
Pinh Iy 7 (Chudi hinh hoc) Piéu kién can va di dé chudi (hinh hoc) Z q" hoi tu 1a
n=1

lq| < 1.

oo

Chitng minh. Trude hét, xét truong hop |g| < 1, ta chitng minh Z q" hoi tu.
n=1

That vay, v6i méi n € Z*, ta cé

iqk:q(l—Q”).

=1 l—gq

Hon ntta, do |¢| < 1 nén lim ¢" =0, suy ra
n—oo

o
PR ne x g
tiic 1a ™ hoi tu ve .
n§:1 ¢" hoi tu ve

Tiép theo, xét trudng hop |q| > 1, ta cb |¢"| = |¢|* > 1, Vn € ZT.
Diéu dé cho thiy ¢ khong thé hoi tu vé 0 khi n — oo.

T dé, theo Dinh 1y 1, ta két ludn dugc chudi Z q" phéan ky.

n=1

oo
N6i tém lai, chudi s6 » _ ¢" hoi tu khi va chi khi |¢| < 1. [ |

n=1

Unp+1

o
Pinh Iy 8  (Tiéu chuan D’Alembert) Xét chudi sb Z Up, gid st ton tai L = lim
Up,

n—oo

n=1

Khi doé:
(i) Néu L > 1 thi chudi da cho phéan ky.

(ii) Néu L < 1 thi chudi da cho hoi tu.

Chitng minh.

(o)
(i) Gid st L > 1, ta chitng minh chudi Z U, phan kj.
n=1

L+1

u 5 )
Laml JER DS 5 (vi L > 1) nén ton tai so tu nhién N sao

Up,

Do lim
n—oo
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cho: L1
Yntl > %, Vn > N.

Un

T d6, v6i moi n > N + 1 ta déu co:

U Up—1 UN 41 L+1\"N
|ty | = LGN IO B Lt IO +i. lun| > ( ) lun] .
Up—1 Up—2 UN 2
L+1

Dén day cho n — +o00 v6i chtt § —— > 1, ta duge lim |u,| = +o0.
2 n—00

oo
Vi thé, chudi Y  uy, phén ky theo Dinh 1y 1.

n=1

o
(ii) Gid stt L < 1, ta chimg minh chudi Z u, hoi tu.

n=1
. u l;+‘1 A 2 s X iA
Do lim [ =1 < nén ton tai so tu nhién N sao cho:
n—00 Un,
U L+1
ntl) o i, Vn > N.
Unp, 2

T dé, véi moi n > N + 1 ta déu cé:

Un, Unp—1 UN+1

UN

|un| =

L+1\"N
Jun| < <2> ]

Up—1 Un—2

L+1 s <L+1>”‘N
2

< 1 nén theo Pinh Iy 7, ta cé Z

n=1

Cht ¥ rang 0 <

héi tu.
o

T d6, theo Tiéu chuan so sanh 5, ta két ludn ducc chudi Z Uy, hoi tu.

n=1

L2 c L+1 s
Chiy  Ta c6 thé thay so trong chiing minh trén bdi mdt s6 tuy y nam gitta L

va 1.

X PR |
Pinh Iy 9 (Chudi Dirichlet) Chubi so g — hoi tu khi va chi khi s > 1.
ns
n=1

o0
2 1
Chiing minh. Trudc het, xét s > 1, ta chitng minh E — hoi tu.
n
n=1
1-s

Xét ham s6 f(z) = f— x> 0. Ta cb
— S

f’(a:):i Vo > 0.

s’
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V6i mdi n > 2, theo dinh ly Lagrange, ton tai ¢, € (n — 1;n) sao cho

Fln) = Fn—1) = ' (en) = o >

n

Do dé, v6i moi n € ZT, ta ¢

Yo=Y < 1Y [FR) - k1)
k=1 k=2 k=2

=1+ f(n) - f(2)
ol—s _ pl-s

s—1
1—s

s—1"

=1+

<1+

1
Ma — >0, Vn € Z* nén theo Dinh Iy 2, ta suy ra chudi Z — hoi tu.
ns

Tiép theo ta chimg minh véi s < 1 thi chudi Z — phan ky.

n= 1

1 1
Cht ¥ rang véi s < 1, ta co — == > 0 nén ta chi can chitng minh Z — phan
n
n=1

ks
- 1
V6i méin € ZT, dit S, = Y5, o ta ¢

2n 1 2n 1 n 1
|SQn_Sn|: Z -2 Z 5 — o
Ml k W 2n 2n 2

Nhu Vay, (S ) khong 1a day Cauchy nén theo Tiéu chuan Cauchy 3, ta két luan
1
dugce Z — phan ky, suy ra chudi Z — phéan ky khi s < 1.

n= 1

. 2 1
Vay chuoi so E — hoi tu khi va chi khi s > 1. |
nS
n=

2. Tich v6 han

Pinh nghia 3 | (Tich vo6 han) Cho day s6 thuc (a,). Ta goi

oo
al.az...an...:Han
n=1

13 mét tich vo6 han c¢6 sb hang téng quat 1 a,, va goi tich riéng th& n cia
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tich v6 han trén la tich httu han sau:
n
P,=a1-ay---a, = Hak.
k=1

Su hoi tu cua tich vé han duge dinh nghia hoan toan tuong tu véi su héi tu cia

chudi, theo nghia la: thay day tong riéng (S,) bang day tich riéng (P,). Cing

can néi thém rang, néu day (ay) c6 phan tit ay = 0 thi P, =0, Vn > N, 1A

mot tinh hudéng rat “tam thuong”. Vi vy trong phan con lai ctia bai viét nay,

chiing ta quy wéc v6i nhau rang: néu day (a,,) chi c6 hitu han cidc phan tit bang
o0

0 thi tich v6 han [[ a, dugc hiéu 1a bé di nhitng phan tit bdng 0 ctia ddy (an).

n=1

Pinh nghia 4 | (Su héi tu ctia tich v6 han [1]) Néu day tich riéng (P,) c¢6 gidi han 1a P (c6
thé hitu han hogic vo6 han) thi ta viét

H ap = P.
n=1

[ee]
Néu P € R\{0} thi ta néi tich v6 han H a, hoi tu vé P. Trong céic trudng

n=1

o0
hop con lai, ta néi tich vé han H a, phan ky.

n=1

Chiy  Trong dinh nghia trén, tinh huéng li_)m P,, = 0 khong dugce liét ké vao truong
n o0

oo
hop tich v6 han H a, hoi tu (vé 0), muc dich 1a dé phu hgp véi dinh nghia

n=1
n

vé sut hoi tu clia chudi 2. That vAy, v6i mdi n > 1 ta dat P, = H lag| va
k=1

n
S, =Y Infag| (ltu § a #0, Vk € Z*). Khi dé
k=1

S, =InP, Vn>1.
No6i cdch khac, tinh hoi tu hay phan ky cta day (S),) phu thuoc vao day (P)).

oo
Nhu vy néu Jim P, = P #0 (tu’dng ttng véi lillan hoi tu) thi lim P =
|P| >0, din dén lim S} =In|P| € R, dong nghfa véi viéc chudi > In|a,| hoi

n=1

tu theo Pinh nghia 2.

Con d6i véi truong hop lim P, = 0, s& tuong ting vdi lim S/, = —oo, tic 1a
n—oo n—oo

o0
chudi Z In |a,,| phan ky theo Dinh nghia 2. VAy nén, sé 1a khong “cong bang”

n=1
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o0 o0
néu ta cong nhan H ay, hoi tu, trong khi “ngudi ban than” Z In |a,| lai phdn

n=1 n=1
ky!
[ee]
Tuong tu v6i Dinh 1y 1, ta cling c6 diéu kién can dé tich vo han H an hoi tu.
n=1

Pinh Iy 10 (Diéu kién can dé tich vo6 han hoi tu) Néu tich vo han H a, hoi tu thi ta
n=1
cb li_>m a, = 1. N6i cdch khéc, néu (a,) khong hoi tu vé 1 thi tich vo han
n—oo

(o)
I @~ phéan ky.

n=1

Chatng minh. Gid st tich v6 han H a, hoi tu vé P, khi d6, theo Dinh nghia 4,
n=1
ta co lim P, = P € R\ {0} nén ton tai chi s6 N € N sao cho P, # 0, Vn > N,
Pn+1 o P

P,
suy ra a, = ;;rl Vn > N nén hm an—nlLOO P, —?:1. [ |
n

Chiy Két qua trong dinh 1y trén ggi ¥ cho ta mot cich bicu dién méi ctia tich v6 han
o0

(s& duge dung xuyén sudt trong phan con lai ciia bai viét ndy), d6 1a H (14by).

n=1

o0
Khi d6, theo Dinh Iy 10, néu tich v6 han H (1+4by,) hoi tu thi ta cé lim b, = 0.
n—oo

n=1

3. Mbi lién hé vé sy hoéi tu gitta chudi va tich vo han

Pinh 1y 11 | Cho (a,) 1a mot day sb thuc théa man dong thdi hai diéu kién sau:
(i) an > —1,Vn e Z*;
(ii) C4c phan ti a, cing ddu véi moi n € Z+.
o0 (o]
Khi d6, chudi Z ay va tich vo han H (14 ay) cung hoi tu hodc cing phan
n=1 n=1
ky.
Cimmg minh. V6i moi n € Z7T, xét cic day tong riéng, tich riéng lan lugt 1a

Sn = Z ar va P, = H (1 + ax) va xét hai truong hgp sau:
k=1

Trudng hgp 1. a, >0, Vn € ZT.
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Véi moi n € Z*, vi a, > 0 nén ta c6 danh gis

n n n
Pn:H(1+an)21+Zan>Zan:Sn
k=1 k=1 k=1

Miit khéc, v6i moi n € Z*, sit dung diéu kién a,, > 0 va 4p dung bat ding thiic
quen thudc 1 + x < e*, Vo > 0, ta thu dugc

n
P, = H (1+a,) <e™.e®...e0n = egntazttan eSn .
k=1

Suy ra
Sn < P, < eS", VYn e Z™.

Diéu d6 chiing t6 (S,,) bi chiin trén khi va chi khi (P,) bi chin trén.

Hon nita, tit a, > 0, Vn € ZT, ta suy ra (S,), (P,) 1a cdc day ting va

P, > 1, ¥n € Z1 nén ta thu dugc diéu can chiitng minh.

Trudng hgp 2. —1 < a, <0, Vn € ZT. Trong trudng hop nay, (S,) va (P,)
déu 1a cdc day gidm ngit.

Tuong tu Trudng hop 1, 4p dung bat dang thitc 1+ 2z < €*, véi —1 <z < 0,
ta thu duge danh gia

0<P,<e, YnelZ.

[ee]
Néu Z ap, phén ky thi (S,,) phan ky, ma (S,) la day gidm nén nhﬁngo Sp = —o0,
n=1

. Sn _ N 7 s 240 N = X A \
suy ra nlglgOe =0 nén (P,) ¢6 gi6i han 1a 0, dan déen H (1 + ay,) phan ky.

n=1

oo
Bay gic ta quan tdm truong hgp Z a, hoi tu, va can chtmg minh day tich
n=1
riéng (P,) hoi tu vé mot s6 thuce khéc 0. Luu ¥ rang (P,) da 1a day giam ngit
nén chi can chting minh (P,) bi chin dudi bdi mot sd duong nita 13 duge. Ta
¢ thé xit 1y theo 2 huéng sau:

Cdch 1: Dau tién ta nhic lai mot bat ding thtc quan trong, cé thé ching
minh dé& dang bang cich khao st ham sb:

2
x — % <In(1+z), Yz € (—1,0).

Ap dung bat ding thic trén, véi mdi n > 1 ta cé:

2 n 2
g g
L . 1

InP,=> In(l+ap) > ap—
k=1 1 k=1

k=1

n

k
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Chu y rang ag < 0, Vk € Z* nén a;a; > 0, Vi,j € Z*, din dén la:

(=)

o _ _S2
2 27

N"?rw

n
k=1

Ap dung danh gid trén vio (1) ta dugc:
2

lnPn>Sn—%, Vn e Z". (2)

oo
Lai ¢6 chudi Z a, hoi tu nén day (S,) c¢6 giéi han hitu han, gid st 1a S. Khi

n=1
S2 S? PN . .
dé 1i_>m (Sn — 2”) =95- 5 vi the ton tai so thuc M dé ma:
52
Sn—?”>M, Vn € Z7.

Két hop véi (2) ta dugc:
P, >eM vn ezt

Lai c6 day (P,) gidm ngit nén né ¢ giéi han hitu han P > e > 0. Vay tich
o0

v6 han H (1+ ay) hoi tu.

n=1

[e.e]

Cdch 2: Do Z a, hoi tu nén theo Tiéu chuan Cauchy 3, ton tai ng € ZT sao
n=1

cho

1
|Sn—Sn0|<§,Vn2no+1

1 n
= -5 < Z a; < 0,Vn >ng+1 (do (S,) gidm ngat).
i=ng+1

Do —-1<a, <0,Vn € Z" nén P, >0, Vn € Z". Ta sé chiing minh quy nap
rang

P n
P”Zl—l— Z a;, Yn > ng + 1.
10 i=ngo+1
P 1 no+1
Véin =ng+ 1, ta c6 —2* =1l+4ap+1=1+ Z a;.
o i=no+1
P i no+k
Gid sit —22= > 1+ 37 a;, v6i k € ZF,
no i=ng+1
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Khi dé

Protk+1  Pngtk (1+ anspe)
— o

P, P,

no+k
> 1+ Z a; (1 + an0+k+1)

i=no+1

no+k+1 no+k

=14 Z a; + Qpgtk+1 Z a;

1=no+1 i=ngp+1
no+k+1

i=ng+1

Theo Nguyén 1y quy nap, ta suy ra

P n
PTZ) 21—1—'_2 a;, Yn > ng + 1.
i=ng+1
P, 1 1 . az P
DodéP—:O>1—§:§,Vn2no—|—1,déndénPn> ;0. [

Trong thuc hanh, ching ta thuong st dung cdc hé qué sau ctia dinh ly trén.

o0
Cho (a,) 1a mot day sé thuc khong am. Khi dé, chudi Z ay va tich vo han

Hé qua 1
n=1
(o)
H (1 + ay,,) cung héi tu hodc cung phén ky.
n=1
(o)
Hé qua 2 | Cho (ay,) 14 mot diy s6 thuc khong am. Khi d6, chudi Z ay, va tich vo han
o n=1
H (1 — ay) cung héi tu hodc cung phén ky.
n=1

4. Cac vi du minh hoa

Vi du 1. (Olympic Sinh vién 2023) Cho diy s6 (u,) xéc dinh bsi

L 1 1 1 1
_ — +
un_kH1<1+4k) = <1+4> <1+42)---<1+4n),Vn€Z .
Chiing minh rang day s6 (u,) hoi tu va xac dinh giéi han cia diy s6 chinh xac
dén 1 chit s6 sau dau phay thap phan.

116



Tap chi Epsilon, S6 25, 2/2025

1 1
Lot cidr [VI0 < — 1 < 1 nén theo Pinh 1y 7, ta c6 Z — hoi tu.
n= 1
Theo Hé qua 1, ta co 1_[1 (1 + 4n> hoi tu, ttc 1a (uy,) hoi tu.
" 2
Ap dung bt ding thic z — % <In(l1+4z) <=z, Yz >0, ta dugc
- 1 1 1 "1
Z<4k—2'16k) < In(up) = Zln(l—i— ) gZ—k
k=1 p—t
1
1 4 1
Cho n — oo va chi ¥ rang Z il =3 (theo Dinh ly 7), ta dugc
1 1——
" 1
. 1
— < lim u, < =
Vay gid tri xap xi chinh xdc dén 1 chit s6 sau dau phay thap phan clia gi6i
han ctia day s6 (uy,) 14 0,3. O
Vi du 2. Cho day sb (a,) xac dinh bdi cong thitc:
2
Ay = N — N COS <\[), Vn > 1.
n
n
Véi méi n > 1, dat b, = n! H ar. Chimg minh day (b,) c¢6 giéi han htu han
k=1
khac 0.
n
Lot gial | Khong khé dé nhan ra rang: b, = H (kay), Vn > 1. Yéu cau bai todn tuong
=1
duong véi viée chiing minh tich vo han ] (na,) hoi tu. Viét lai
n=1

ﬁman):ﬁl (1—cos<\[>>] E[l—cn),

2 p .
& day ¢, = 1 — n? (1 — cos (\[>> , Vn > 1. Ap dung bat dang thitc quen
n

T .
thudc 1 —cosx < ER Vx > 0, ta kiém tra duge ¢, > 0, Vn > 1. That vay, ta

cé
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o0
Nhu véy, dé 4p dung duge Hé qua 2, ta can chtmg minh chudi Z ¢n, ol tu.

n=1
Ta cé:
2
n? Cos<f>—1 +1 cos<\/§>—1+l
m S g n o n n? 1
A = im i = i (1)
n? n2 nt

St dung quy tdc L’Hospital, ta tinh dudc:

2

T
. COS(E—l—l—EL . —sinz+x .. —cosx+17p1 .. sinz 1
lim ————= =lm ———— = lim —————— = lim = -.
z—0 x z—0 x3 x—0 32 z—0 6% 6

4
2 1
cos <\[) 1+ — 1
Mat khac lim — = 0 nén ta c¢6 ngay: lim n T =—-.Vile
n—oo n n—00 S 6
nt

do, tir (1) t lim = Lo

6, tu (1) ta suy ra: nl—>r{>10i_6< .
n2
A | . <

Lai ¢6 chuoi Z — hoi tu nén theo Tiéu chuan so sanh dang gi6i han 6, chuoi
- n=1

Z ¢n, cling hoéi tu.

n=1

o0
Do d6, bang cach stt dung Hé qua 2, ta két ludn dudc tich H (nay) hoi tu.
n=1

Vay day (b,,) c6 giéi han httu han khéc 0. O

Vi du 3. Cho day sb (a,) xéc dinh bsi

2024 2
1 :an+2\/an+n7’ Vn > 1.
a

a) = 72023, An+ N

(a1+1)(a2+1)~-(an+1)

V6i méi n € Z7T, dit b, = , Vn € ZT. Chitng minh

. aias - - Gy
rang (by,) ¢6 gidi han hitu han.

n

. s 1
Lot giAl | Dé y rang a, > 0, Vn € ZT va b, = H (1 + ), Vn € Z7T, tit d6, theo ¥
ak
k=1

R 1
tuéng ctia Hé qué 1, ta chi can chimg minh 3 7° ; — hoi tu.
a

n

Dau tién, ta chimg minh a, > n?, Vn € Z1 bing quy nap. R6 rang khing
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dinh nay ding v6i n = 1. Gid stt ta da c¢6 a,, > n?, v6i n > 1 nao d6. Khi d6
2

a1 — (n+1)% = (a5 — %) +2(Van —n) + (”—1)

an
2 1
(an—nQ) <1+\/W_Gn>

o\ [an —1 2
ap — N + >0
( " ) ( an Van + n)
nén a,;1 > (n + 1)2. Theo nguyén ly quy nap, ta suy ra a, > n?, Vn € Z7.

LA | | LA |
Tir dé ta co Y o < > 30 € 77", ma chudi » -7 i tu theo Dinh Iy
k=1

k=1 k=1
oo
. P x 1 .
9 nén theo Tiéu chuan so sanh 5, ta ket ludn duge chudi Z — hoi tu. Cuoi
—1 Ok
n=1
cung, 4p dung Hé qua 1, ta suy ra (b,) hoi tu. O

< 1
Vi du 4. (VMO 2023) Xét day so (ay,) thdéa man: a; = 3 0 < a, <1 v6i moi

n>1va

Gpt1 = V/3pt1 — an, V0 > 1.
a) Chting minh rang day s6 (a,) x4c dinh duy nhat va c6 giéi han hitu han.

b) Cho day s6 (b,) x4c dinh bdi:
bn = (1+2a1) (14 2%a5) ... (1+2"a,), ¥n > 1.
Chting minh rang day sb (b,) c6 giéi han hitu han.

N

Vi

N |

. y an . . N 1
LOI GIAT | a) Datcn:?nv01m01n21th101:1,0§cn§
Cp = 3Cpt1 — 4c§’l+1,Vn > 1.

1 N .
bat a = arcsin 1 € {0, g} . Bang quy nap ta sé chitng minh rang:

.«
¢p, =sin ——,Vn > 1.

gn—1’ -
.2 A 2 . ~ , . <2 ~ . a
Hién nhién khang dinh trén ding v6i n = 1. Gia st ta da cé ¢, = sin 31
. N p X , . .«
vGi k > 1 nao d6. Ta can ching minh: c;41 = sin 35

. 1
That vay, xét ham s6 f(z) = 3z — 423 véi o € [O, 2]. Ta ¢6 f'(z) = 3(1 —
1 N . 1
2x)(1+2zx) > 0 v6i moi = € (0, 2) nén ham f dong bién trén [O, 2} Lai ¢6

f (singi) = 3Sin% — 4sin® % = sin% =ck
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nén sin % chinh 14 nghiém duy nhat ctia phuong trinh f(z) = cx. Mét khéc

f(ck+1) = cx nén:

.«
Ci+1 = sin 3

Vay ¢, = sin %,Vn > 1, dan dén a, = 2sin ?)na—_l,Vn > 1.
T két qud trén ta suy ra day (a,) duge xdc dinh duy nhat. D& dang tinh

dugc lim a, = 0.
n—oo

n
b) Ta c6 b, = H (1 + 2kak) , ¥n > 1. Theo Hé qua 1, day (b,) c6 gi6i han
k=1

o0
httu han khéc 0 khi va chi khi chudi Z (2"a,) hoi tu. Chi ¥ rang:
n=1

. 2n+1an+1 . 2ap41 . 2 2
A = s = im ey =g <t
n n+1 n+1 n+1

o0
Vi thé theo Tiéu chuan D’Alembert 8, chudi Z 2"ay, hoi tu. Vay day (by,) ¢
n=1

gi6i han hitu han (khéac 0). O

Vi du 5. (Trai nghiém VMO 2023) Cho diy sb (x,,) xdc dinh b&i: x7 =a <0
va
Tpt1 =3 — V9 — 62y, Vn > 1.

a) Tinh gi6i han nh_{lgo (nxy).

n
b) Véi mdi sb nguyén duong n, dit y, = H (1 + azz) Chimg minh ring:
k=1
day s6 (y,) hoi tu.

Lo1 G1AI | a) Bang quy nap ta chimg minh dugc z,, < 0,Vn > 1.
Ta viét lai gid thiét nhu sau:

62,

1l = —————,Yn>1.

T30 6a, T
» 6 6 Tn+1
be vy < = 1 né <1L,vn>1 Maz, <O
ey3+m 3+\/§ nen - n > ax

nén z,.1 > o,, Vn > 1. Hon nita diy (x,) bi chin trén bsi 0 nén ton tai
L= li_>m Tp. TU py1 =3 — /9 — 62, Y > 1, cho n — oo, ta dugc
n o0

6L

L=——rr—<=L=0.
3++v9—-6L
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. 1
Nhu vay lim x, = 0. Tiep theo ta tinh giéi han lim —— ta co:
n—00 n—00 NIy,

n=00 \ Tp41 Tn 6y Ln

Jim ( ! _1> ~ lim (3+¢9—6xn_1>

1
lim — = 1i
n—00 NI, n—oo

3‘3 ‘»—‘
[l
=
Mz
N
&
+ —_
+
\
2|~
N——
[l
ol

Suy ra: T}eréo(nxn) = —6.

[e.¢]
b) Dua vio Hé qué 1, ta biét rang day (y,) hoi tu khi va chi khi chudi Z z?
n=1
hoi tu. Hon nita day 13 chudi sé duong nén ta chi can ching minh day téng
riéng (S,,) ctia chudi bi chdn trén 14 di (theo Dinh 1y 2).
Do nh_)rrolo(nxn) = —6 nén ton tai s6 tu nhién N dé |nx, + 6| < 1, ¥n > N.
Nhu vay, v6i moi n > N thi:

2| =

|ny,| < |nxy, + 6|+ | — 6] - z
n n

T dé6, véi moi n > N ta déu cé:

n ) N-1 ) n 7 2 N-1 ) n 1
k=1 k=1 k=N k=1 k=N
> 1
Cht § rdng chudi 73 hot tu theo dinh 1y 9 nén ton tai M > 0 sao cho
k=N
n 1 N-1
> 2z < M v6imoi n > N. Tir d6 Sp < Y af +49M v6i moi n > N, titc
k=N k=1
o0
1 ddy (Sy) bi chan trén. Hon nita, » 7 1 chudi s6 khong 4m nén bai todn
n=1
duge gidi quyét xong! O

Vi du 6. Cho day sb (u,) x4c dinh béi:

u =4—v6, us =4 —1/6+ V6, un:4—\/6+\/6+~~+\/6, VneZt.

ndéu\[

o0
Chitmg minh rang tich v6 han H Uy hoi tu.

n=1
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LO1 GIAT VGiméinEZ+,détvn:un—1:3—\/6—1—\/6—}—-"—&—\/6. Theo Hé qua 2,

n dau Na
oo
yéu cau ctia bai toan tuong duong véi viée chting minh chudi Z vy, hoi tu.
n=1
Véi méi n € ZT, ta co:
3—vn+1=\/6+\/6+--~+\@
n+1 dau Na
== (3—vn+1)2—6:\/6+\/6—|—---+\/6:3—vn.
n dau /-
Suy ra:
U =~V + 6Vpt1, VR € ZT, (2)

Do v/6 < 3 nén biang quy nap, ta chting minh dugc

\/6+\/6+--~+\/6<3, Vn e ZT.

ndéu\[

Dan dén 0 < v, < 3, Vn € ZT. Va thé 1A ta co:
Upt1 — Up = 1)7214_1 — BUnt1 = Upt1(vpe1 — 5) < 0.

N6i cach khéc, (v,) 1a ddy gidm ngat. Két hop v6i v, > 0, Vn € ZT ta suy
ra day (v,) ¢6 gi6i han htu han L > 0. Tt (2) ta cho n — oo thi dugc:

L=-L*+6L=—=L=0 (doL>0).
Nhu vay li_}In vy, = 0, dan dén:
n—oo

. Un+1 . Un+1 . 1 1
hm nt = hm % = hm —_— = =< 1.
n—00 Uy, n—00 —Up i1 + 6Un+1 n—oo G — Un41 6

o0
Vi vy, chudi Z vy, hoi tu theo Tiéu chuan D’Alembert 8. N6i tém lai, tich

n=1

o
vo han [ un hoi tu. O

n=1

O cac vi du trén, ta da st dung Pinh 1y 11 ciing cdc hé qui dé chuyén viéc
khao sat su hoi tu ctia tich vo han phiic tap vé khdo sat su hoi tu ctia chudi
s6. Ngudc lai, ddi v6i cdc bai todn ma viéc khdo sat su hoi tu ctia chudi s6 qua
phtic tap, mét ¥ tudng ma ta c6 thé nghi dén 13 dua vé tich vé han. Bai todn
sau la mot vi du minh hoa cho y tuéng dé.
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Vi du 7. (Trai nghiem VMO 2023) Cho diy sb thuc duong (a,,) théa man diéu
kién h_)m an = 0.

a) Chimg minh ring (a,) chita vo s6 céc s6 hang ciuc dai bén phai, titc 14 sb
hang ma khéng nhé hon tit ca s6 hang bén phai noé.

b) Véi moi n € Z+, dit

az
1— 22
al

as
1-— 22
az

An+1
an |’

5=

|

+_...4_‘1__

Chitng minh rang day s6 (S,) khong bi chin trén.

Lot giar | a) Gid st (ay,) chi chita hitu han s6 hang cuc dai bén phai, khi d6, ton tai
n1 € ZT sao cho a, khong 13 s6 hang cuc dai bén phai v6i moi n > n;.

Vi a,, khong 1a s6 hang cuc dai bén phai nén ton tai ny > np sao cho
Gpy > A, - ) i

Ving > n; nén a,, khong la so hang cuc dai bén phai, suy ra ton tai nz > ne
sao cho an, > an,.

Tiép tuc nhu viy, ta xdy dung dudc diy con tang ngit (@ny) ez cla
(an)n€Z+'

Tt d6, ta c6 an, > an, > 0, Vk € Z* nén (an, )pez+ khong thé hoi tu vé 0,
diéu nay mau thuan véi nl;rgo an = 0.

Vay diéu gia stt 1a sai nén (a,,) chita vo s6 cdc sd hang cuc dai bén phai.

b) Gia sit day (S,) bi chin trén. Chu y rang (S,,) 1a day tong riéng clia chudi

o0
s6 khong am Z
n=1
o0
hoi tu va theo Hé qué 2, ta suy ra tich vo han H <1 — ‘

n=1

Gn41
Gnp

An41
Gnp

1- 1-—

o0
nén theo Pinh 1j 1, ta c6 chudi Y

n=1

1— an+1

) hoi tu.

Gnp

An4-1
Qp

Gn41

1— =0.

o0
Do chudi Z
n=1

Suy ra ton tai N € ZT sao cho

héi tu nén theo Binh 1y 1, ta ¢ lim ‘1 —
n—,oo

Qn

1— Gn+41
Gn,

<1, Vn> N.

123



Tap chi Epsilon, S6 25, 2/2025

ag+1
ay

n
Xét day tich rieng P, = [ (1—‘1— ) neZb, tacod
k=1

)

n
Ak+1 ‘
< T (1) G dung BOT o]~ o] < o~ o)

0 < P ﬁ <1_‘1_ak+1
~ Pn_1 ag

k=N @k
a
= nH, Vn > N
an
a .
Laicé lim "+ — 0 nén theo nguyén ly kep, ta ket ludn duge lim =0
n—o0 N n—oo P q

[e.9]
. o = Z , A _ _ An+1
hay nh_}rgo P, = 0, dan dén tich v6 han H (1 ‘1 4

n

) khong hoi tu,
B n=1

mau thuan.

Vay diéu gid stt 1a sai, suy ra (S,) khong bi chén trén. O

5. Bai tap ren luyén

> 1
Bai 1. Tich v6 han [] nsin () héi tu hay phan ky?
n

n=1

. 1
Bai 2. Cho day so thuc (x,) xéc dinh béi z; € (O; 2) va

Tpi1 = 322 — 2na, Vn € 77T,

Véi mdi n € Zt, dat y, = [[7—; (1 + kxz). Chting minh rang day (y,) hoi tu.

Bai 3. (DA Nang TST 2024-2025) Cho day s6 (x,) dugc x4c dinh nhu sau:

x1 = 2024 va 5
Tn

T VneZ.
2+ a2

Tn4+1 =

(a) Tim lim (nwi)

n——+00

(b) Chting minh rang day (y,) xdc dinh bdi: y,, = (1 +2) (1+23) - (1 +21), Vn €
Z* hoi tu.

Bai 4. (Ha Nam TST 2023-2024) Cho day sé (z,,) duge x4c dinh nhu sau:

$0:—2 va,
1—-+/1—-4x,

T =~ ", Vn e N.
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Vi mdi n € N, ddt yo = (1+25) (1+2) - (1+ 7). Chitng minh ring day
(yn) €6 gi6i han hitu han.

Bai 5. Cho day sb thuc duong (z,,) dude x4c dinh nhu sau:

xg =1

(Tn) : Tpn =24 /Tn_1—2,/1+ /Tpn_1, Vn € N*.

n
V6i méin > 1, diat v, = H (1 + xk2k>. Chitg minh rang day (y,) cé gi6i han
k=1
httu han va lim y, < 2.
n—oo

Tai licu

[1] Charles H. C. Little, Kee L. Teo, Bruce van Brunt (2022), An Introduction to
Infinite Products , Springer.

[2] Tran Tri Diing (2020). Gido trinh Gidi tich ham mdt bién, Truong Dai hoc Su
pham Thanh phé Hd Chi Minh, Luu hanh ndi bo.

[3] Nhém Facebook Hudng tdi Olympic Todn VN.
https://wuw.facebook.com/groups/vmo.tst/.
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ahiing ngui yéu todn Tap chi Epsilon, S6 25, 2/2025

gpsi lon

CAC BAI TOAN CUA BA LAN TAI IMO

NGUYEN HUNG SON
PAI HOC TONG HOP VAC-SA-VA, BA LAN

Giéi thiéu. Nam 1959, Ba lan la mot trong cic quéc gia sing ldp ra ky thi todn qudc té International
Mathematical Olimpiad, viét tit la IMO. Ba lan ciing lién tuc c6 nhiéu dong gop cho ki thi nay, trong do
c6 3 lan ding cai to chirc IMO. Cdc dé thi ciia cdc nha todn hoc Ba lan ciing dugc ddnh gid cao va cho trong
sudt 66 ki thi IMO, Ba lan di dong gop dugc 29 bai thi. O tham ludn nay toi mudn gidi thiéu mot sb bai
todn tiéu biéu gan ddy ciia Ba lan tai IMO.

Tir khoa: IMO, bai thi, Ba lan
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Muc luc

1 Gidi thiéu

2 Cac bai thach thuc vira
3 Cac bai thach thuc cao
4 Cac bai khé nhat

5 Kétluan

13
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1. Giéi thiéu

Trong 66 ky thi IMO Ba lan da dong gop 29 bai thi. Trong d6 hon mot
ntta (16 bai) la cac bai Hinh hoc. Tac gia c6 nhiéu bai tai IMO nhét la Tién sy
Marcin Emil Kuczma (DHTH Vac-sa-va). Dac biét tai IMO nam 1995, 6ng
1a tac gia ctia 2 bai toan: Bai 4 (Dai s6) va bai 6 (T6 hop).

Nam | Bai thi | Thé loai Nam | Baithi Thé loai
1959 | Bail | S6 hoc 1984 | Bai6 Daisd
1961 | Bai2 | Hinhhoc || 1989 | Bai6 T6 hgp
1962 | Bail | S6 hoc 1995 | Bai4 Daisd
1964 | Bai6 | Hinhhoc || 1995 | Bai6 T6 hop
1965 | Bai2 | Paisd 1999 | Bai2 Daisd
1965 | Bai6 | T6 hop 2003 | Bai3 Hinhhoc
1966 | Bai6 | Hinhhoc || 2004 | Bai5 Hinh hoc
1967 | Bail | Hinhhoc || 2005 | Bai4 S6 hoc
1968 | Bai4 | Hinhhoc || 2005 | Bai5 Hinh hoc
1969 | Bai3 | Hinh hoc || 2010 | Bai4 Hinh hoc
1970 | Bail | Hinh hoc || 2018 | Bai6 Hinh hoc
1971 | Bai3 | Sbhoc 2020 | Bail Hinh hoc
1973 | Bai2 | Hinh hoc || 2021 | Bai4 Hinh hoc
1973 | Bai5 | Paisb 2024 | Bai4 Hinhhoc
1983 | Bai5 | T6 hop

Bang 1. Céc bai todn ctia Ba lan tai IMO tir ndm 1959 dén 2024.

Ddc biét, tir ndm 2003 dén nay, cac chuyén gia hinh hoc nhu Waldemar
Pompe, Dominik Burek, Tomasz Ciesla va Marcin Kuczma cting da dong
gop cho IMO 8 bai hinh hoc. Bai bao nay sé gidi thiéu vdi ban doc céc bai
hinh hoc nay.

Cac bai thi & cac ky IMO dugc chia thanh 3 muc do thach thuc. Cac bai
kho nhat duge danh s 1a bai 3 va bai 6. Thong thuong khong qua 10% s
thi sinh dat diém t6i da cho bai 3 va bai 6. Cac bai s6 1 va s6 4 thuong dugc
xem la cac bai c6 mitc do thach thic vira phai, nhe nhang, con cac bai s6 2
va s 5 1a cac bai c6 mirc do thach thic cao, nhung khong kho nhu cac bai
s6 3 va sb 6. D€ dat giai nhat cac thi sinh phai lam dugc nhiéu hon 4 bai. Vi
vay t6i cling xin gidi thiéu cac bai thi theo do kho tang dan
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LOI GIAI

2. Cac bai thach thuc vua

Bai 4 — IMO 2010 (Marcin Kuczma): —

Cho tam giac ABC (CA # CB). Véi P 1a mot diém bén trong tam giac
d6 ta ké cac duong thang AP, BP va CP cat dudng tron ngoai tiép T
ctia tam gidc ABC lan thit hai lan lugt tai K, L, M. Puong tiép tuyén
v6i I tai C cat duong thang AB tai S.

Ching minh rang néu SC = SP thi MK = ML.

Khong mét tinh téng quat, ta gia s rang AS > BS. Tinh phuong tich ctia
diém S ta c6: SP? = SC? = SB - SA, do d6 SP tiép xtic voi dudng tron
ngoai tiép AABP. Do dé:

ZKPS =180 — LSPA = LABP

(g6c noi tiép cung AP va gbc tao bdi tia tiép tuyén véi day cung AP).

Ta hay tinh goc:

/MKL = /MKA + ZAKL = (LKPC — ZKMC) + ZSPK
— /SPC — /ZKMC = ZSCM — /KMC
— /MLC — ZKLC = ZMLK.

Tam giac AMKL can tai M, suy ra MK = ML (dpcm). O]
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Bai 1 — IMO 2020 (Dominik Burek) —
Cho tu giac 16i ABCD. Diém P nam bén trong ctia ABCD. Biét rang:

ZPAD : Z/PBA: ZDPA =1:2:3= ZCBP: ZBAP : ZBPC.

Chting minh rang céc phan giac trong ctia hai géc ZADP va /PCB
va trung truc ctia doan AB dong quy.

Lot GIAT | Goi O 1a tim dudng tron ngoai tiép APAB. Ta sé chitng minh O chinh la
diém hoi tu.

Thuc vay, néu dat ZPAD = ¢ thita c6 ZPBA = 2¢, /DPA = 3¢. Tuong
tu néu dat va ZCBP =  thi ZBAP = 2y va ZBPC = 3.

Déy rang goc /POA = 2/PBA = 4¢,con géc /PDA = 180° — ¢ — 3¢ =
180° — 4¢. Tir d6 suy ra PDAO la t gidc ndi tiép.

Hon nita, ta c6 OA = OP, tit d6 suy ra O la trung diém cung AP va DO
1a phén giac goc ZPDA. Tuong tu PCBO ciing la ti giac noi tiép va CO
la phan giac goc ZPCB (dpcm). O
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Bai 4 — IMO 2021 (Dominik Burek, Tomasz Ciesla) —

Cho T 1a duong tron tdm I va ABCD la t giac 16i sao cho méi doan
théng AB,BC,CD va DA tiép xuc vdéi I. Goi Q) 1a dudng tron ngoai
tiép tam gidc AIC. Tia BA kéo dai cat Q 1an thit hai tai X va tia BC
kéo dai cat Q 1an thi hai tai Z. Cac tia AD va CD kéo dai cat Q) 1an
luot tai Y va T. Chung minh réng:

AD+DT+TX+XA=CD+DY+YZ+ ZC.

LoT GIAT | Goi O 1a tam duong tron Q) va P, Q, R, S 1a cac tiép diém tuong ing cua T
voi c{%c ca\nh AB, BC, CD7, DA. TacoIP=1Q =1IR = IS.
Ta thay rang I la giao diém ctia dudng tron ngoai tiep tam giac AXAY véi
phén gidc ngoai cta goc ZXAY. Suy ra I la trung diém cta cung XAY.
Tuong ty, I ciing 1a trung diém ctia cung ZCT. Diéu nay chiing to OI 1a
duong trung truc ctia ca XY 1an ZT. Tir d6 suy ra:

1. XT=YZ;

2. IX =IYvalZ = IT. T diéu nay ta c6 2 cap tam gidc bang nhau la:
AIPX = AISY va AIRT = AIQZ.Suy ra PX = SY, RT = QZ va:

AD+ DT+ XA =AS+SD+DT+ XA =AP+DR+ DT+ XA
=PX+RT=S5Y+ZQ=SD+DY+ZC+CQ
=CR+RD+DY+ZC=CD+DY+YZ
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Két hgp cac tinh chét trén ta c6
AD+DT+TX+XA=CD+DY+YZ+ZC
va day la diéu can phai ching minh. O

Bai 4 — IMO 2021 (Dominik Burek) —

Cho tam gidc ABC véi w la duong tron ndi tiép thoa man diéu kién
AB < AC < BC. Duong tiép tuyén ctia w song song v6i AC cat BC
tai X. Duong tiép tuyén ctia w song song vdi AB cat BC tai Y. Puong
thang AT cat lai duong tron ngoai tiép tam giac ABC mot lan nira tai
P # A.Goi K va L lan lugt la trung diém ctia AC va AB va I la tam
dudng tron w. Ching minh rang ZKIL + Z/YPX = 180°.

P

Lot GIAI | Goi x 1a tiép tuyén v6i w song song véi AC va y la tiép tuyén voi w song
song vdi AB. Goi Q la giao diém ctia x va y, X’ 1a giao diém cua x véi
ABva Y’ la giao diém ctia y v6i AC. Ta thay tu gidc AX’QY’ 1a hinh binh
hanh va w la dudng tron ndi tiép nén né cling 1a hinh thoi. Tir d6 ta c6
cac diéu sau day:

1. Piém Q ndm trén dudng phan gidc géc X'AY’. Tir day ta c6
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A,1,Q,P thang hang va I la trung diém ctia doan AQ. Vi vay LI
va IK 1a cac duong trung binh trong cac tam giac tuong ung AABQ
va AAQC.Dodd6 LI || BQva IK || QC. Suy ra ZKIL = ZCQB.

2. ZAQX' = ZQAY = ZPAC = /PBC. Suy ra tu giac PBXQ noi
tiép duong tron, va tir d6 ta c6 ZQPX = ZQBX. Tuong tu ti giac
PCYQ noi tiép duong tron va ZYPQ = ZYCQ.

Tir 2 diéu trén ta co:

/KIL+ /YPX = /CQB + /YPQ + /QPX
=/ZCQB+ £ZYCQ + ZQBX
=180°. (dpcm).

3. Cac bai thach thuc cao

Bai 5 — IMO 2004 (Waldemar Pompe) —

Trong mot ti giac 16i ABCD, duong chéo BD khong phai la phan
giac goc ZABC cling nhu géc ZCDA. Diém P nam bén trong ABCD
va thoa man

/PDA = ZBDC va £PBA = ZCBD.

Ching minh rang ABCD 1a t giac ndi tiép khi va chi khi AP = CP.

Luu y: Day khong phai 1a bai toan qua kho, nhung can phai chiing minh 2
chiéu va rat dé bi nham lan. Tai ky thi IMO 2024, c6 khodng 50% trong tong
s6 469 thi sinh chiing minh dugc it nhét 1 chiéu, trong d6 chi c¢6 62 (khodng
13%) dat diém tuyét ddi & bai nay.

Lo1 GIAI | Chiéng minh "=": Goi E va F tuong ung la giao diém cta BP va DP véi
duong tron ngoai tiép ABCD. Tir diéu kién /EDA = /PDA = /BDC
suy ra AE = BC, va ta c6 ACBE la hinh thang can. Tuong tw ACDF cling
la hinh thang can. Tir d6 suy ra cac doan BE, AC va DF c6 chung 1 truc
doi xting, va truc dbi xing nay chit diém P. Tir d6 suy ra PA = PC.
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Chung minh "<": Gid st PA = PC:

Goi K, L la giao diém ctia BP, va DP v6i AC. Khong mét tinh tong quat
ta gid st P ndm trong tam gidc AABC. Khi d6 A, C 1a 2 diém lién hgp
dang giac cho tam gidc APDB, tir d6 suy ra ZCPD = /KPA. Tix diéu
kién PA = PC ta suy ra PK = PL va K, L d6i xtiing vdi nhau qua trung
truc doan AC.

Goi S la phép dbi xing qua trung truc doan AC va goi E = S(B). Do
S(K) = L, S(P) = P, S(B) = E suy ra E, P va L thang hang. Hon nita
S(APBC) = APEA, ta c6

/DBA = /CBP = LZAEP = ZAED

Tir day suy ra A, E, B, D nam trén 1 dudng tron, hay néi cach khéc: diém
D nam trén dudng tron ngoai tiép tam gidc AABE.

Mt khac ACBE la hinh thang can nén C cling nam trén dudng tron ngoai
tiép tam gidc AABE. Suy ra ABCD la t gidc ndi tiép (dpcm). O
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Bai 5 — IM02005 (Waldemar Pompe) —

Cho ABCD la tu giac 16i ¢ dinh véi BC = AD va BC Jf AD. Hai diém
E va F chay trén hai canh BC va DA thoa man BE = DF. Céc duong
thang AC va BD cat nhau tai P, cac duong thang BD va EF cat nhau
tai Q, cic duong thang EF va AC cat nhau tai R.

Ching minh rang khi E va F thay d6i, cdc duong tron ngoai tiép tam
giac PQR c6 mot diém chung, khac P.

Luu y: Tuy 1a bai s6 5, nhung c6 1é 1a bai hop gu véi hoc sinh Viét nam nhat.
Tai IMO 2005, ca 6 thi sinh Viét nam déu dat diém tuyét dbi & bai nay trong
khi chi 3 ban lam dugc bai 1 va 1 ban lam duoc bai 4.

Lo1 GIAT | Goi M la giao diém thi hai cia 2 dudng tron ngoai tiép cac tam gidc
APAD va APBC. Ta sé ching minh M la diém can tim, tic la tir gidc
PQOMR lu6én noi tiép duong tron.

Dé chitng minh diéu nay ta c6 thé chiing minh rang cac géc ZMPR va
/MQR bang nhau.

Ta c6 ZMAD = ZMPC = ZMBC va tuong tu ZMCB = ZMPD =
/MAD. Vi AD = BC nén hai tam giac AMAB va AMCB béang nhau. Tix
d6 AMFD = AMEB.

Ta c6 cac tam gidc can AMEF va AMBC dong dang. Tir d6 suy ra
/ZQFM = ZQDM. Dbiéu nay c6 nghia DMQF la t& giac noi tiép va
ZMQR = ZMDF = ZMPR.

Suy ra PQMR ndi tiép duong tron (dpcm). O
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4. Cac bai kho nhat

Bai 3 — IM0O2003 (Waldemar Pompe) —

MBoi cap canh déi dién ctia mot luc gidc 16i thod man tinh chét:

s 3.5 o
khodng cdch gitta hai trung diém ciia chiing bang - lan tong do dai cuia
ching.

Chiing minh rang tt ca cac goc cta luc gidc d6 bang nhau.

Luu y: Day la mot bai vé bat thic hinh hoc kha thd vi. Tai IMO 2023, 424
trén téng s6 457 thi sinh duge 0 diém cho bai toan nay. Chi ¢6 23 thi sinh
lam dugc 7 diém, trong d6 ¢6 Lé Hung Viét Bao va Nguyén Trong Canh
ctia Viét nam. Hai thi sinh ctia ching ta cling 1a 2 trong 3 ngudi dat diém
toi da tai IMO 2003.

LOT GIAI | Trudc tién ta chitng minh b6 dé:

B6 deé: Cho tam giac APQR v6i /PQR > 60°. Néu L la trung diém ctia
OR, thi PL < v/3-QR/2, va dau béng chi xay ra khi PQR 1la tam giac
déu.

Goi S 1a diém sao cho tam gidc QRS déu va cac diém P va S nam trong
cling phia déi véi duong thang QR. Khi d6 diém P nam trong duong tron
ngoai tiép tam gidc AQRS, va dudng tron ndy nam bén trong dudng tron
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tam L va ban kinh /3 - QR /2. Diéu nay hoan thanh viéc chitng minh b6
de.

Quay lai bai toan. Xét 3 dudng chéo chinh AD, BE,CF ctia luc giac 16i
ABCDEF. Goi a/(AD, BE), p = Z(BE,CF), v = Z(CF,AD). Tacé a +
B+~ = 180°. Suy ra mot trong 3 géc a, B,y phai 16n hon hodc bang 60°.
Khong mat tinh tong quat ta gia st a« = ZAPB = /DPE > 60°

Goi M, N lan lugt 1a trung diém ctia AB va DE. Ap dung b6 dé ta co:

V3

MN = 2=
2

(AB+ EC) > MP + PN > MN

Déu bang xay ra nén a = 60°, va AAPB, ADPE la cac tam giac déu. Vat
taco AB || DE.

Tir d6 ta ciing ¢6 B+ v = 120°, va ta lai thAy mot trong 2 goc B, v phai
16n hon hodc bang 60°. St dung phuong phap nhu & trén ta cting sé c6
BC || EFvaCD || FA.

Tir d6 suy ra cac goc déi dién cia ABCDEF bang nhau (dpcm). O

Bai 6 — IMO 2018 (Tomasz Ciesla) —

Cho t giac 16i ABCD thda man
AB-CD = BC- DA.

Diém X nam bén trong t gidc ABCD sao cho

LXAB =/XCD va /ZXBC=/XDA

Ching minh rang /BXA + ZCXD = 180°.

Luu y: Day 1a bai todn kho. Chi ¢6 18 trén tong s6 594 thi sinh tai IMO 2018
lam dugc tron ven bai nay. Hon 550 thi sinh chi dugc 0, 1 hodc 2 diém, trong
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dé 6 ca 6 thi sinh ciia doan Viét nam.
Lo1 GIAT | Y tudng chinh ctia bai toan nay la tinh chét:

XB AB _ XA DA
XD ¢cD "* XC~ BC

va loi giai sé g6m 2 phén:

Phan 1: Ching minh cong thic (1) 1a ding;

Dé chitng minh phan 1, ta xét phép nghich dao tam X di véi duong
tron don vi bién ABCD thanh A’B'C'D’

Ta c6 cc goc tuong ing bang nhau:

/XB'A' = /XD'C' = /XAB = /XCD
/XC'B'= /XA'D' = /XBC = /XDA

va
AB CD
A,B,' lDl: . :A,D,'B, !/
¢ XA-XB XC-XD ¢
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Ta thay rang néu ABCD va D' A’B'C’ 1a céc & gidc dong dang thi

BC A'B AB XD-XA AB XD

AB D'A’ XA-XB DA  AD XB

Tir day suy ra

XB _ AR AB

XD BC-AD CD
D€ ching minh ABCD va D' A’B'C’ dong dang vdi nhau, ta chi can
ching minh bd dé sau day:
B6 dé Cho tit giagc XYZT thod man: XY - ZT = XT - YZ. Néu chon
cac diém Z; € YZ, Ty € XT sao cho Z1Ty || ZT va Z; # Z thi
XY - Z1Ty # XTy - YZ4.

CHUNG MINH BO PE: Khong mét tinh téng quat, gia st XTy < XT.

X Y
Z
T
Z
.
Khi d6
XTy <Xﬂ_g_g< XY
.z, TWu TZ YZ ~YZ
Suyra XY 72Ty > XT1-YZ,. ]

Phan 2: Chiing minh rang néu cong thiic (1) duing thi /BXA + /DXC =
180°

Dé chiing minh phan 2 ta thay rang

2.« XB _ AB N
L4 NeuW—@thl

sin ZAXB B sin ZCXD
sin/XAB  sin ZXCD

suy ra sin ZAXB = sin ZCXD. Tix do

ZAXB = ZCXD hoac ZAXB + ZCXD = 180°
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* Tuong tu sin ZBXC = sin Z/DXA va ti do

/BXC = ZDXA hoac /BXC+ ZDXA = 180°

Néu Z/AXB + Z/CXD = 180° hodc BXC + /DXA = 180° thi ta c6 ngay
diéu phai ching minh.

Xét truong hop LAXB = ZCXD va Z/BXC = ZDXA. Diéu nay dan dén
cac goc dbi dién ctia ABCD bang nhau, suy ra ABCD 1a hinh binh hanh.
Tir diéu kién AB-CD = AD - BC suy ra AB = AD va ABCD la hinh thoi.
Trong ca 2 truong hop ta déu c6 LZAXB + ZCXD = 180° (dpcm).

O

5. Két luan

Ba lan 1a mét trong nhitng qudc gia dau tién sang lap ra phong trao thi
toan qudc té IMO. Ngoai viéc guii cac thi sinh di thi va dat giai cao, ching
ta cling c6 thé quan sat duoc cach cac nha Toan hoc t6 chitc phong trao hoc
Toén va thi todn & trong nudc. La thanh vién ctia ban ra dé va dugc lam viéc
gan gii, truc tiép voi tit cd cac tac gid cha cac bai toan trong bai bao nay
toi nhan thdy nguyén nhan dé cac bai todn ctia Ba lan thuong xuyén dugce
chon tai IMO chinh 1a do ho c6 mdt ban ra dé rdt manh, lam viéc rat nhiét
tinh va trung thuc. Chua bao gio xdy ra hién tugng 16 dé hodc nhiém doat
dé bai ctia nguoi khac. Tat cA moi thanh vién trong ban ra dé déu khong
tham gia giang day cdc thi sinh.

Chinh méi truong lanh manh dan dén viéc céc tac gid ctia cac bai toan
rat yén tdm guri dé vao ngan hang dé bai. Vi du nhu tac gia ctia bai 6 nam
2018 1a mot ban tré rat dam mé hinh hoc. Mdi ndm anh 4y gtti vao ngan
hang dé bai khoang 20 dén 30 bai hinh mdi. Chinh vi ¢6 ngan hang dé bai
do so, nén kha nang chon duge bai toan hay, giti cho IMO cting rat cao.

Tai liéu
[1] Trang web chinh thic ctia IMO: https:/ /www.imo-official.org/

[2] Trang web Art of Problem Solving https:/ /artofproblemsolving.com/
[3] Trang web ctua Olympic toan Ba lan: https://om.sem.edu.pl/
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Tap chi online ctia cong dong

Tap chi Epsilon, S6 25, 2/2025 nhang ngudi yéu todn

MOT PHEP THE PAC BIET TRONG GIAI TOAN
PHUONG TRINH HAM

TRAN NHAT QUANG (TRUONG DAl Hoc SU Puam TP HO Cui MINH)

Gidi thiéu. C6 nhiéu bai todn phuong trinh ham ma sau mot vai bude zit Iy, ta bit gdp tinh hudng
sau day:

flx+a)=f(x)+0b, Ve €R (*)
vdi a,b la cdc s6 thuc. PE tan dung dudc tinh chat (%), ta thuong st dung cdc phép thé “tinh tién”
nhu thay x bdi x + a, x bdi x +na (n la sé tu nhién), ... Dua trén o tudng dé, khi gdp nhing bai
todn ma trong phuong trinh dé cho cé chiia f(xg(y)) thi liéu cé thé tinh tién xg(y) thanh xg(y)+a
hay khong? Trong bai viét nay, tdc gid xin dudc gidi thiéu dén ban doc phép thé x bdi x + e

9(y)
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1. Céc bai toan f: R — R

Bai toan 1 | Tim tat cd ham s6 f : R — R thoéa man:
fl@+yf(z)) = f(z) + f(y), Vz,y €R. (1)

Lot c1Al | Gié st ton tai ham f théa méan cic yéu cau bai toan.
Trong (1) cho y = 0 thi dugc:

F(z) = f(z) + zf(0), Vo € R = £(0) = 0.

Xét 2 truong hgp:
Ton tai a # 0 dé f(a) = 0. Lic nay trong (1) cho x = a thi dugc:

af(y) =0, VYye R= f =0.
Thtt lai thay théa man.

[TH2:| f(z) #0, Va £ 0 (hay f(z) =0 <=z =0)

Trong (1) cho z =1 thi dugc:
FA+yf(1) =f1)+ f(y), Yy €R.

Néu f(1) # 1 thi trong déng thiic trén thay y béi 1

=0
f <1—1f(1)> =f)+f (1_1f(1)> — f(1) =0, vo Iy!

Do d6 f(1) =1 va ta cang thu dugc:

ta dugc:

fly+1)=fy)+1, vy eR. (2)
Trong (1) cho y = f(lx) 1oi st dung (2) thi dudc:
1 1 1
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Chii

1
Trong (1) thay y bdi y + m va st dung (2) thi dugc:
T

1
f(:c+yf<x))+1:f(x)+a3f<y+f(m)>, Vr#£0,yeR
(1

:)>:vf(y)+1:mf<y+f(1x)>, Vr#£0,yeR

Zf(y)+i=f<y+@>,vx¢o,yeR.

Dén day thay = bai 1oi st dung (3) thi dudc:

1
f(z)
fy)+ f(z) = fly+z), Yz #0,y € R.

Két hap v6i f(0) = 0 ta suy ra f 1a ham cong tinh trén R. Vi thé ta c6 quyén
viét lai (1) nhu sau:

@)+ flyf(x) = flx) + 2 f(y), Yo,y e R
= f(yf(x)) =zf(y), Yo,y €R. (4)

Dén day cho y =1 ta c6 ngay f(f(z)) =z, Vz € R. Ltic nay trong (4) thay
x béi f(x) thi duge:

flzy) = f(2)f(y), Yo,y €R.

Nhu vay ham f vita nhan tinh, vita ¢cdng tinh trén R. Do d6 f(z) = x, Vo € R.
Thit lai thay ding.
Vay c6 2 ham sb théa man cic yéu cau bai todn 1a f(z) = 0, Vo € R va

f(z) =z, Vz e R. O

v Ta c6 thé chting minh ham f cong tinh trén R bang cich khic nhu sau:
Trong (1) thay y bdi y + 1 rdi st dung (2) thi duge:

flx+yf(x)+ f(x) = f(z) +2f(y) +z, Yo,y €R
L fo+yfa) + f(2)

flx+yf(z)) +z, Yo,y € R

y—x
f(x)

fly+f(@) =fly) +=z Yo #0,y € R.

bén day thay y béi

thi dugc:

Di nhién déng thitc trén ciing ding khi z = 0, vi vy ta cé:
fly+ f(@) = fly) +z, Yo,y e R. (5)

Dén day cho y = 0 thi duge: f(f(z)) = z, Vo € R. Ltic nay trong (5) thay =
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béi f(z) ta duge:
f)+ f(@) = fly+ ), Yo,y eR.
v Tinh chat f(z) = 0 <= x = 0 trong 15i giai trén c6 thé hiéu ném na 1a ham
f “don 4nh tai 0” (nghia 14, néu c6 2 s thuc a,b sao cho f(a) = f(b) = 0 thi
a = b). SG di ta can phai c6 tinh chat nay la dé phép thé y = m thuc hién
x

duge v6i moi x # 0, d6 cung la 1y do ma bai todn dudc chia thanh 2 trudng
hop nhu trong 16i giéi trén.

Viéc chitng minh ham f don 4nh tai 0 sé con xuat hién nhiéu trong nhing vi
du tiép theo.

Bai toan 2 | (Ninh Binh TST 2023-2024) Tim tat cd ham s6 f : R — R thoa man:
Faf(y) +y*%) = yf (@) + f()**, Yz,y €R. (6)

Lo1 GiAr | Gia sit ton tai hAm f théa man cdc yéu cau bai toan.
Trong (6) cho y = 0 thi dugc:

f(@f(0)) = f(0)***, vz e R.
Néu £(0) # 0 thi tit ding thitc trén ta suy ra f la ham hang. Thay vao (6)

ta tim duge f =0, vo 1y! Do d6 f(0) = 0.
Trong (6) cho x = 0 thi dugc:

() = 10, vy e R
Tt d6 ta viét lai (6) nhu sau:
F@f@) +y%) = yf(@) + f (%) o,y € R. (7)

Dén day ta xét 2 truong hop:
Ton tai a # 0 dé ma f(a) = 0. Khi d6 trong (6) cho y = a ta dugc:

af(z) = f(a®) = f(a)*B =0, Vo e R = f(z) =0, Vz € R.

Thit lai thady f = 0 1d mot nghiém ham ctia bai toan.

[TH2:| f(2) = 0 <= 2 = 0. Tacé £(1)2028 = f(1) va f(1) # Onén f(1) = +1.
Néu f(1) = —1 thi trong (7) cho x = y = 1 ta dugc: f(0) = —2, vo Iy! Do d6
f(1)=1.

Trong (7) cho y = 1 thi dugc:

flx+1)=f(x)+1, Vz e R. (8)
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Bai toan 3

LOI GIAI

1
Trong (7) cho x = —— va st dung (8) thi dugc:

f)
1
(%) +1= yf(f(y)) +f (%), vy #0
1 1
:>f<f(y)>_y’ Vy # 0. 9)
Trong (7) thay = béi x + f(ly) va st dung (8) thi dugc:
fafy) +v*) +1= yf<x+ f(ly)> + £ (%), ¥z €R,y #0
L yf@) + f (v*) +1= yf<x+ f(ly)> + £ (%), Ve e R,y #0
1 1
:>f(x)+y:f<x+f(y)>’ Vz e Ry #0.

1
Tt day thay y b6i —— va st dung (9) thi dugc:

f(y)
f(@)+ fly) = flz+y), Yz € R,y #0.

Dén day lam tiép nhu bai toan trude ta thu dude f(r) = z, Vo € R. Thit lai
thay duing.

Vay c¢6 2 ham sb thda min cic yéu cau bai todn 1a f(x) = 0, Vo € R va
f(z) ==z, Vo € R. O

Tim tat cad ham s6 f : R — R théa man:
f(f@ +yf (2%)) =all +2f (@), Yo,y e R (10)

Gia st ton tai ham f théa man cac yéu cau bai toan.
Trong (10) cho z = 0 va y = —1 thi duge: f(0) = 0.
Trong (10) cho y = 0 thi dugc:

f(f(z)) =z, Vz eR. (11)
Déng thitc trén chimg té f 1a song anh, din dén f(z) # 0, Yz # 0.
Trong (10) cho z =1 va y = —1 thi duge: f(—1) = —1.
Trong (10) cho z = -1 va y = f(1), v6i cha y f(f(1)) =1 thi duge:

F(=1+f1)?*) =0=f(0) = f(1)’ ~1=0= f(1) € {-1,1}.

Lai ¢6 f(—1) = —1 va f la song énh nén f(1) = 1.
Trong (10) cho z =1 thi dugc:

fly+1)=fy)+1, Yy eR. (12)
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Trong (10) thay y béi y + va stt dung (12) ta dugc:

)

7 (F@) +yf@) +1=2 [1+xf<y+f( 2)>], Vi £ 0,y € R

G0 o1+ af(y) +1 = [1+xf<y+f( 2)>],Vx7é0,y€]R
:>f<y+f(1$2)>=f(y)+;2, Ve #0,y € R (13)

Dén day cho y = 0 rdi st dung (11) ta c6 ngay:

/(i) =511 () vero
:>f(12)_f<xl?>’ Va # 0 (do f 1a don anh).

Thay ngudc tré lai vao (13) ta dugc:

o+ 1(55)) =10+ 5 Vo 2oy er
No6i cach khac,
fly+f@) = fly) + 2, Yo >0,y eR. (14)
Tiép tuc thay y béi f(y) roi sit dung (11) ta dugc:

ffy)+f@) =y+a=f(flzr+y), Ve >0,yeR
— f(z)+ fy) = f(x+y), Yz >0,y € R (do f 1a don anh).

Dén day cho y = —x ta thu duge f 14 ham 1&, va vi thé, ding thic trén trd
thanh:
@)+ fly) = f(z+y), Yo,y e R.

Nhu vy ta c6 thé viét lai (10) nhu sau:

f(f(x) +f(yf:£ )*m+x2f , Vz,y € R
élf( f(@%) = 22 f(y), Yo,y €R
fyf(z)) = :Cf(y) Vz,y € R (do f la ham 1¢).

Dén day thay x bdi f(x) va st dung (11) ta suy ra f 1a ham nhéan tinh trén
R. Hon ntta f cing la ham cong tinh trén R nén f(z) = z, Vz € R. Thit lai
thay théa man.

Vay c¢6 duy nhat mot ham sé théa man yéu cau bai toan 1a f(z) = x, Va €

R. O

Chii §
v Sau khi thu duge (14), ta chwa thé thuc hién phép thé z béi f(z) vio ding
thitc ndy duge vi ta chua c6 tinh chat: f(x) > 0, Yz > 0.
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Bai toan 4

L3I GIAI

v’ Viéc tinh duge f(1) déng mot vai tro quan trong trong 16i gidi trén. Ta cd
thé lam viéc nay bang céch khac nhu sau:

Dau tién ta thay = = 1 vao (10) thi dugc:
FEM +yf() =1+ f(y), Yy eR. (15)

Quan sét ding thic trén, ta mong mudn triét tiéu haim f & ca hai vé bing cich
lira, chon y sao cho:

FW) +yf(l) =y =1 - fD)]y = Q1)
f(1)

Néu f(1) # 1 thiy = 171,(1) chinh 14 s6 can tim. Tuy nhién véi s6 y dugc
chon nhu véy thi ding thic (15) lai trd thanh: 0 = 1, vo 1y!

Diéu vo ly dé chitng to f(1) = 1.
(Gap g8 Toan hoc 2023) Tim tat ci cdc ham s6 f : R — R thoa mén:
fley—1) + f(2)f(y) = 22y — 1, Vo,y €R. (16)

Gia st ton tai ham f thoa man cdc yéu cau bai toan.
Trong (16) cho y = 0 thi dugc:

F(=1)+ f(@)- F(0) = —1, Vo € R
Néu f(0) # 0 thi tit ding thitc trén ta suy ra f 13 ham hing, tuy nhién khong

¢6 ham hang nao thoéa (16) ca! Vi vay f(0) = 0, kéo theo f(—1) = —1.
Trong (16) cho z = y = 1 thi dugdc: f(1)? = 1. Suy ra f(1) = £1.

f(1) = 1. Trong (16) cho y = 1 thi dugc:
fla=1)+ f(z)=22—1, Vz e R. (17)

1
Trong (16) thay y b6i — thi duge:
x
1
flz)-f () =1, Vo #0. (18)
x

1
Trong (16) thay y béi 1 + — ta dugc:
x

I
DO
8
_|_
vl—‘
<C
8
Y
o
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Két hgp vai f(0) = 0 va f(—1) = —1 ta suy ra f(z) = z, Vo € R. Thit lai
ding.

f(l) = —1. Lam tuong tu nhu’ta tim duge f(x) = —2?, Vo € R.
Vay c¢6 2 ham sb théa man cdc yéu cau bai toan 1a f(z) = x, Vo € R va
f(z) = —2% Vr e R. O
Chii §
v Mic du khong thu duge tinh chat f(z + 1) = f(z) + 1, Vo € R nhu nhitng
bai todn trudc, song ta van c6 mdi lién hé gitta f(z + 1) va f(x) (ddng thic
(17)), va ki thuat ctia ta van t6 ra hitu ich.

v Mot bai toan “ho hang” véi bai toan trén 1a bai todn xuat hién trong dé thi
VMO 2021: Tim tat cad ham f: R — R théa man:

f@)f(y) = fley = 1) +2f(y) + yf(z), Yo,y €R.
That vay, dit g(z) = z — f(x), Vo € R thi gid thiét da cho trd thanh:

9(x)9(y) +g(ry — 1) =2y — 1, Vz,y € R.

Bai toan 5 | (India IMO Training Camp 2018) Tim tat cd ham f: R — R thoéa man:
f@)f(yf(z) = 1) = 2*f(y) - f(z), Yo,y € R. (19)

Lo1 GiAr | Gia sit ton tai hAm f théa man cdc yéu cau bai toan.
Trong (19) cho y = 0 thi dugc:

F(@)[f(=1) 4+ 1] = 22£(0), Yz € R.

f(—=1) # —1. Khi d6 tit ddng thiic trén ta suy ra: f(z) = az?, Yo € R
(a 13 hang s6). Thay vao (19) ta duge:

ax’f (any — 1) =ar?(y®? - 1), Yo,y e R = a = 0.

Thit lai thdy ham f = 0 1a nghiém ham ctia bai todn.

f(=1) = —1, kéo theo f(0) =0

Trong (19) cho z = —1 thi duge:

fley=1)=—fy) -1, VyeR. (20)
Trong (19) cho y = —1 thi dugc:
f(w‘)f( — f(z) =1) = —a? — f(z), Yz €R
& f@) [~ (f() - 1) = —a® — f(a), ¥z € R
= f(:c) (f(x)) = 2?, Yz € R, (21)

Tit diy ta suy ra f don 4nh tai 0. That vay, néu ton tai a # 0 dé f(a) =
thi thay = = a vao déng thic trén ta duge: a2 =0 = a = 0, v6 ly!
Trong (21) cho x =1 va dat a = f(1) thi dude: af(a) =
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Trong (19) cho x = y = a thi duge:
a’fla) — fla) =0=0a>-1=0=a = +1.

Néu f(1) = —1 thi trong (20) cho y = 1 ta dugc: f(—2) =0, vo Iy vi f don
anh tai 0. Do d6 f(1) = 1. Lic nay trong (19) cho z =1 thi dugc:

fly=1)=fly) -1, VyeR. (22)

Dén day thay y bdi —y 16i so sanh vé6i (20) ta dude f 1a ham 1é.
Ap dung (22) déi véi (19) thi duge:

f@)f(yf(2)) = 2*f(y), Yz,y €R. (23)
Dén day cho y = x ta dugc:
f@)[f(zf(2)) — 2] =0, Vo € R.
Chit ¥ rang f(x) = 0 khi v& chi khi # = 0 nén tit ding thitc trén ta suy ra:
flaf(z)) =27, Vo #0.

Két hop véi £(0) = 0, ta dudc:

f(zf(x)) =2?, Yz €R. (24)
Déng thitc trén cho thdy f ¢6 thé nhan moi gid tri khong Am tiy ¥. Lai ¢6 f
1
la ham 1é nén f 1a toan anh. Trong (23) cho y = @) ta dugc:
1 f(z)
— | ==,V 0. 25
1 (75) = L v # (25)

1
Trong (19) thay y b6i y + —— thi duge:

f(@)
f@)f(uf (@) = f(y+ e )) f(z), Vo #0,y €R

(23 2 2
&9 rcf(y)—wf(y+f( )) f(z), Yz £0,y R

1 [z
:>f<y+f(x>=f(y)+(2), Vr#0,y €R
s 1
:lf(wf(m)) f()+f<f( )),vwo,yem
Do f 1a toan &nh nén f(lx) c6 thé nhan moi gia tri khac 0 tuy §. Do dé ti

déng thic trén ta suy ra:

fly+2)=fy)+ f(z), V2 #0,y €R.
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Cong thém viéc f(0) = 0, ta két ludn duge f 1a ham cong tinh trén R.
Trong (21) thay = béi xf(x) va st dung (24) ta dugc:

22 f(2?) = 2% f(x)?, Vz € R
— f(z%) = f(x)?, Vz € R (chd § £(0) = 0).

N6i cach khéc, f(x) > 0 v6i moi x > 0. Hon nita, f con la ham cdng tinh
trén R nén theo két qua ctia phuong trinh ham Cauchy, ta suy ra f(z) =
az, Vr € R (véi a 1a hang s6).

Thay vao (19) ta tim duge o = 1.

Vay bai toan c6 duy nhat mdt nghiém ham 1a f(z) = z, Vo € R. O

2 1 N 2 .
Chiiy  Ngoai phép the y bdéi y + m theo ding tinh than ctia bai viet, ta con cé the
x

giai bai todn chi v6i phép thay = béi z 4+ 1 nhu sau:
Trong (21) thay x bdi o + 1 16i stt dung (22) ta dudge:

[f(@) + 1[f(f(z)) +1] = (- 1)*, Vz €R
(2:]2 f(@)+ f(f(z)) =2z, Vz e R.

Két hop véi (21), theo dinh 1y Viete ddo thi f(z) va f(f(z)) 1a cdc nghiém cta
phuong trinh:
Y222V +22=0=Y ==

Néi tém lai, f(z) = f(f(z)) =z, Yz € R.

Qua céc vi du vita roi, cé 18 ban doc da lam quen dudc véi cach sit dung phép
thé ma téc gia da dé cap ¢ dau bai viét dé giai quyét mot sd bai todn phuong
trinh ham. Tuy vay, dudng nhu sttc manh cta ki thuat nay chua duge phat huy
t6i da, bang chiing 13 cé nhitng bai toan chi can sit dung cic phép thé don gidn
hon ma van cho ra dudc 15i gidi gon va dep (chéng han nhu bai toédn 5). Vay
thi chting ta hay cling nhau tiép tuc kham phé thém vé dep clia phuong phap
nay qua cac vi du tiép theo sau day.

2. Cac bai toan f:RT — R*

Bai toan 6 | (Quang Binh TST 2023-2024) Tim tat cd ham s6 f : RT — R* théa man:
fA+ay+ f(@) =xf(y) +2+1,Vz,y > 0. (1)

LoO1 c1Al | Gid st ton tai ham f théa man cac yéu cau bai toan.
Trong (1) cho z =1 va dat ¢ = f(1) + 1 thi dugc:

fly+c)=fy) +2, Vy > 0.
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Bai toan 7

L3I GIAI

c .
Trong (1) thay y bdi y + — va st dung két qua vita thu duge & trén thi duge:
T

f(1+xy+f(x))+2=xf<y+;>+x+1, Va,y >0

gmf(y)+x+1+2:xf(y+;>—I—m+1, Va,y >0

=>a:f(y)—|—2::cf<y—|—;>, Vr,y >0

:>f(y)+i—f<y+;>, Va,y > 0.

) 2
Pén day thay = b6i — vA diit a = = thi dugc:
X C

fy) +ax = f(x+vy), Y,y > 0.

Dén day déi vi trf clia 2 va y cho nhau rdi so sdnh v6i ddng thic trén ta
dugc:

fy) +azx = f(x) +ay, Yr,y >0

= f(x) —ax = f(y) — ay, Yo,y >0

= f(x) —ax =b, Yz > 0 (v6i b 13 hang sd)
= f(z) = ax+b, Yz > 0.

Thay cong thiic trén vao (1) ta tim dugca =1 va b= 0.
Vay bai toan c¢6 duy nhiat mot nghiém ham 1a f(x) = z, Vo > 0. O

(Tap chi Pi thang 8/2024, Tran Nhit Quang) Tim tat ci cip ham s6 (f, g)
véi f,g: RT — RT thoa man:

flzy+ f(x) = xf(y) + 9(x), Yo,y > 0. (2)

Gia sit ton tai cic ham sb f, g thoa man céc yéu cau bai toan.
Trong (2) cho z =1 va dat a = f(1), b= g(1) thi duge:

fly+a)= f(y)+0b, Yy >0. (3)

Trong (2) thay y bdi y + & rdi stt dung (3) thi duge:
T

floy+ f@) +b=af(y+ ) +g(a), Yoy >0

L a1 + o) +b=af(y+ ) +9(w), Yoy >0

— )+ 2 —f<y+z>, Yo,y > 0.

xT
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. a b
beén day thay x bsi — va dat A = — thi dudgc:
x a

fy) + Az = f(y +z),Va,y > 0.

Dén day hoan ddi vi tri clia « va y cho nhau rdi so sanh véi déng thic ci, ta
dudgc:

fly) + Az = f(z) + Ay, Va,y >0
= f(y) — Ay = f(x) — Az, Vz,y > 0.

Dan dén f(z) = Az+B, Yz > 0, v6i A, Blahang s6. Chii y rang f : Rt — R
nén A, B >0 va A%2 + B2 > 0. That vay,

e Néu A< O0thi lim f(z)= —o0.

P
e Néu B <0 thi xlﬁ; f(z)=B<0.
e NéuA2+B?>=0thi A=B=0,dan dén f =0.

Cudi ciing, thay f(z) = Az + B vao (2) ta tim dugc:

g(z) = A(vy + Az + B) + B — z(Ay + B) = (A> = B)x + (AB + B), Vz > 0.

Tuwong tu nhu trén, ta tim duge diéu kién can va di dé g : RT — R* 1a
A% > B. Néi tém lai, tat ca cac cap ham (f, g) théa man yéu cau bai todn 1a
f(z) = Az + B, Vo > 0 va g(z) = (A2 — B)x + (AB + B), Yz > 0, v6i A, B
14 céc s6 thuc théa man A, B >0, A2 > B va A®> + B? > 0. O

D6i v6i mot sb bai todn ma ham can tim 1a don 4nh, viéc sit dung ki thuét trén
6 thé c6 chiit khéac biét so v6i nhitng vi du trude, song van tan dung dugc triét
dé gia thiét (*). Msi ban doc quan sat 2 vi du sau day.

Bai toan 8 | (Trudng Dong mién Nam 2019) Tim tat cd ham s6 f : Rt — RT thoa mén:
f@f() + f(x)) = 2f(z) + 2y, Va,y > 0. (4)

Lo1 GiAr | Gia sit ton tai ham f théa man cdc yéu cau bai toan.
Trong (4) cho z =1 thi dugc:

f(fly)+ f() =2f(1) +y, Yy >0. (5)

Tit day ta c6 ngay f 1a don dnh. Ciing tit ding thitc trén, thay y béi f(y)+f(1)
va diit ¢ = 3£(1) thi duoc:

fly+e)=fly)+c Vy>0. (6)
¢ Phan tich: Sau khi thu dugdc (6), néu ta thirc hién phép thé x béi z + %
)

vao (4) nhu nhitng bai todn trudc thi tinh hudéng sé trd nén vo cling phiic
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Chii

tap. Mit khéc, do f da 1a don 4nh nén ta mong mudn bién ddi vé phai ciia
phuong trinh (4) vé dang f(B). T d6 ta nghi dén viéc tinh tién 2f(x) + zy
thanh 2f(z) + 2y + ¢, cu thé nhu sau:

Trong (4) thay y béi y + E thi dugc:

f (xf <y+ ;) +f(x)> —2f(x)+ay+c Yo,y >0
L p(af (v+ ) + 1)) = Flaf @)+ £@) + 6, Yoy >0
g (af (v+2) + £@)) = Faf W)+ F(@) + ), Yoy >0,
Lai ¢6 f 1a don 4nh nén:
of <y+ ;) 4 f(2) = 2f(y) + f(@) ¢, Yoy >0
:>f<y+;> :f(y)+§, Va,y > 0.

. c
bén day thay x bdi — ta dugc:
x

fly+z)=f(y) +=, Vz,y > 0.

Dén day ddi vi tri clia = va y cho nhau rdi so sénh v6i déng thic trén ta
dugc:

f(x)+y, Yo,y >0

)
f@)—z=fly) -y, Yo,y >0
f(z) —x =05, Yo > 0 (véi b 1a hang s6)

:>f(x)—x+b, Vx> 0.

fly) +

X
x
x

Thay cong thitc trén vao (4) ta tim duge b = 1.

Vay bai toan c¢6 duy nhit mot nghiém ham 1a f(x) =z + 1, Va > 0. O
Sau khi thu duge (6), ta vAn cé thé giai tiép bai toan bang céch sit dung phép
thé y bdi y + c. D6 ciing 14 15 giai cia Ban t6 chttc ky thi [1], xin dugc néu ra
dé ban doc tham khéo.

Céach 2. Tu (6), bing quy nap, ta suy ra:
fly+ne) = f(y) + ne, Yy > 0,n € N*. (7)
Trong (4) thay y boi y 4 ¢ va st dung (6) thi dugc:
f@f(y) + f(z) + ex) = 2f(x) + w2y + cx, Y,y >0

f@f(y) + f(z) +cx) = f(zf(y) + f(2) + cx, Y,y > 0. (8)

Dén day ta mong mudn thu duge f(z+cx) = f(2)+cx, Vo,z2 > 0. Lay 2,2 > 0

0
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iy ¥ va chon n € N (dit 1én) sao cho "¢ S (@)

> 2f(1). Ltc nay, két
X

z+nc— f(x .
24ne = @) _ piy), hay 1

hop véi (5) ta thiy ton tai y > 0 thoa man .
xf(y) + f(x) = z + ne. Thay y vita tim duge vao (8) ta thu duge
f(z+cx) = f(2) +cx, Vz,2 > 0.
bén day giai tiép nhu Céach 1.
Bai toan 9 | Cho trude s6 nguyén duong n. Tim tat cd ham s6 f : RT — RT théa man:

fa" + f(@)f(y)) = 2" +yf(z), Va,y > 0. (9)

Lo1 GiAr | Gia sit ton tai ham f théa man cdc yéu cau bai toan.
R6 rang f 1a don 4anh, ta chitng minh f 13 toan d4nh. That vdy, ldy ¢ > 0 tuy

c c
v va dat zo = [/ =, yo = =———. Khi d6 theo (9) ta cé:
v va dat xg \/g,yo 27 (o) i d6 theo (9) ta cé

F (e + flao)f () = 5 +

= C.

o

Do dé f la toan 4nh. Suy ra ton tai a > 0 dé f(a) = 1. Liic nay trong (9)
cho = = o, dong thdi dit d = o™ thi dugc:

fld+ f(y) =y+d, Yy >0.

Dén day thay y béi f(y) + d ta duge:

fly+2d) = f(y) + 2d, Yy > 0. (10)
Trong (9) thay y bdi y + f2((aic) thi dugc:
f (m”Jrf(x)f <y+f2(;l)>> =z"+yf(z)+2d, Ve,y >0
Cof (5@ (54 555 ) ) = 1" + @) ) + 24, oy >0
C3f (1@ (54 555 ) ) = 16" + 1@ ) +2). Yoy >0,

Lai ¢6 f 1a don anh nén

2 F(@)f (y+ Qd) — 2" 4 f(2) f(y) + 2d, Yo,y > 0

f(z)
2d 2d
:f(y_l_f(x)) :f(y)+m7 Va,y > 0.

Chd ¥ ring f 1 toan dnh nén déng thitc trén c6 thé viét lai thanh:

fly+2)=fy)+z Vy,z2>0.
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Chii 5

Bai toan 10

L3I GIAI

Dén day hoan ddi vi trf clia y va z cho nhau rdi so sanh véi ding thic ci, ta
dugc:

fw)+z=f(z)+y, Yy,2>0
= f(y) —y=f(z) -z Vy,2>0
= f(y) =y +a, Yy >0 (v6i a la hing sd).

Thay cong thitc trén vao dang thitc f(d+ f(y)) = y+d, Yy > 0, ta tim duge
a = 0. Thit lai thay f(z) = 2, V2 > 0 1a nghiém ham ctia bai todn. O
V6i n = 2023 ta ¢ bai toan trong Balkan MO Shortlist 2023.

im tat cid ham s6 f : — théa man:
USAMO 2023) Ti h Rt — Rt th

flzy+ f(x) =xf(y) +2, Vz,y > 0. (11)

Bai todn nay thuc ra chi la mot trudng hgp déc biét ctia bai toan 7, khi

g(z) =2, Vz > 0. Vi 18 d6, s& 1a rdt nham chan néu “copy paste” 10i giai ciia
bai 7 vao day. V6i mong mudn gitip ban doc cé cai nhin da chiéu hon vé ki
thuat s dung phép thé da néu, tic gid xin lua chon mot cich tiép cén khac
cho bai nay. Dau 15i gidi nay khéng ngin gon nhu ciia bai todn 7 hay 6, song né
lai phd bay dugc nhiéu ki thuit co ban dé gidi phuong trinh ham nhu: chimg
minh don anh, toan 4nh, phuong trinh ham Cauchy,...[2]

Gia st ton tai ham f thoa man cdc yéu cau bai toan.

Trong (11) cho z =1 va dat ¢ = f(1) thi dugc:

fly+c)=f(y) +2, Vy>0. (12)

Ta chiing minh f 14 don dnh. That vay, gid st ¢6 a,b > 0 sao cho f(a) =
f(b) = m. Trong (11) 1an lugt cho z = a, y = b va x = b, y = a 16i so sanh 2
c’[e&mg thitc thu dudc, ta thay:

am+2= f(ab+m)=bm+2 = a=0>h.

2
Do d6 f 1a don anh. Bay gio, trong (11) thay « b6i © + —— thi duge:

f(y)
2y 2 )Y _
f(xy+f(y)+f(x+f(y)>> =zf(y) +2+2
W flay+ ) +2
(g)f(xy+f(37)+6), Va,y > 0.
Ma f 1a don énh nén:
2y 2 B
x“f(y)*f@*f(y)) — oyt f(2) e Yoy >0
2 - N
:>f(:v+ f(y)) = f(x)+c i Va,y > 0.
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2 2
béen day cho z = ¢ va st dung (12) thi duge: f <f()> = fle)+c—2—
Yy
2y

—2_ Wy > 0. Thay ngudc trd lai vao ding thic trude, ta duge:

f(y)

f<$+f(2y)> :f(x)+f<f(2y)) — f(e) =2, Vz,y > 0.

. 2
Dén day ta quan tadm tap gid tri ctia m khi y chay trong khoéng (0, 4+00).
Y

Bing viéc thay = baéi vao (11), ta thidy ham f c6 thé nhan moi gid tri

fw

trong khodng (2, +00). Dan dén c6 thé nhan bat ctt gid tri ndo thudc

2

" i

khoéng (0,1). Vi vay, ta c6 the viet lai dang thic trén nhu sau:
flea+z)=f(x)+f(z)—A, V>0, z€(0,1) (v6i A= f(c)+2>0).

Xét anh xa g : Rt — (—A,400) xdc dinh béi cong thic: g(z) = f(z) —
A, Yz > 0. Thé thi tit ding thic trén ta cé:

glx+2)=g(x)+g9g(2), Vx>0, 2 € (0,1). (13)

Ta s& chiimg minh g(z + 2) = g(z) + g (2), Yo,z > 0. Dau tién, ti (13) ta
chttng minh dugce

g(nz) =n-g(x), Vr € (0,1),n € N*. (14)

Bay gio, 1y 2 s6 thuc z,z > 0 bat ky. Ta chon sd nguyén duong n (du 16n)
+z

T oz 1 x
sao cho —, — < 3 kéo theo la < 1. Ltc nay ta co:

n n n

g(z+z) =g (n & Z Z) g (W) @y [g <Z> +g <Z>} L (@) +9(2).

N6i tém lai, g(x + z) = g(x) + g(2), Vz,z > 0. N6i riéng, ta c¢é g(nz) =
ng(x), Yo > 0,n € N*. Suy ra, v6i mdi z > 0 ta déu cé:

—A
g(z) = g(nz) > —, Vn e N*.
n n

Dén day cho n — oo ta thu dudc g(z) > 0. Nhu vy g(z) > 0, Vo > 0. Két
hop véi sy kién g 14 ham cong tinh trén RT, ta suy ra g(x) = az, Vo > 0 (a
14 hang s6).

Dan dén f(x) = ax + A, Vz > 0. Thay cong thitc nay vao (11) ta tim dudc
duy nhit mot nghiém ham ctia bai todn 1a f(x) =z + 1, Va > 0. O
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3. Cac bai toan ren luyén

Bai 1: (VMO 2021) Tim tat cd ham f : R — R thoa man:
f@)fy) = fley = 1) +2f(y) + yf(2), Yo,y € R.
Bai 2: Tim tat cad ham s6 f : RT — RT théa man:
F(f (@) +2f(y)) = 2y + f(x), Yo,y > 0.
Bai 3: (Balkan MO 2022) Tim tat cd ham s6 f : RT — RT théa man:
Fyf(2)® +a) = 2°f(y) + f(2), Yo,y > 0.
Bai 4: (Brazil 2006) Tim tat cd4 ham s6 f : R — R théa man:
fef(y) + f(2)) = 2f(z) + 2y, Yo,y > 0.
Bai 5: (Tap chi Crux 3/2024) Tim tat cd ham s6 f : R — R thoa man:
f (2 +uf(?) = @) +2*f(y), Va,y € R.
Bai 6: (Balkan MO Shortlist 2017) Tim tat cd ham s6 f : R — R théa man:
fla+yf(=?) = f(z) + o f(xy), Yo,y €R.
Bai 7: (Trung Qubc TST 2021) Tim tat cd ham s6 f : R — R théa man:

f(ef ) +9°) =yl (@) + f)*, Yo,y € R.
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PHUONG TRINH HAM LIEN QUAN PEN SO HOC

NGUYEN TAT Tru (TRUONG THPT CHUYEN LUONG THE VINH, DONG NAI)
NGuyEN THAT HUNG (TRUONG Dar Hoc Su Puam TP HO Cui MiNH)
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PHUONG TRINH HAM LIEN QUAN PEN SO HOC

NGUYEN TAT Tuu (TRUONG THPT CHUYEN LUONG THE VINH, DONG NaI)
NcuyEN THAT HUNG (TRUONG DaAr Hoc Su Puam TP HO Cui MINH)

Gi6i thiéu. Trong cdc ky thi Olympic Todn ta thuong gdp cdc bai todn yéu cau tim mot ham soé
théa man mot s6 tinh chdt s6 hoc nao dé. Véi cdc bai todn ndy ngodi cdc ki thudt thuong ding
trong gidi phuong trinh ham théa man ddng thic dai s6, ching ta con két hop vdi cdc tinh chat sé
hoc dé tim duwgc ham théa bai todn. Trong bai viét ndy, ching téi xin chia sé vdi ban doc mot sé
bai toan nhu vay.
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Bai toan 1

L3I GIAI

Céc diéu kién s6 hoc thudng xuat hién lién quan dén chia hét, s6 chinh phuong,
uéc chung 16n nhat, boi chung nhé nhat,...
Chiing ta bit dau véi bai toan IMO Shortlist 2013.

(IMO Shortlist 2013, N1) Tim tit cd cdc ham f: ZT — Z* théa man
m? + f(n) | mf(m) +n (1)
v6i moi m, n € Z+.
V6i bai todn nay, ta thudng chon m, n sao cho mf(m) + n 1a cdc s6 nguyén

t6 hoiic tich ctia mot sb sb nguyén t6, vi khi d6 ta sé xac dinh dugc gia tri ctia
m? + f(n). Ngoai ra, ta thudng hay sit dung cdc tinh chit sau

o Néua|bvéia, beZ\{0} thi|b| > |al.

e Cho S 1a mot tap con vo han clia tap cac sd nguyén va a 1a mot s6 nguyén
cb dinh. Khi d6, néu n | a v6i moi n € S thi a = 0.

Ta c6 thé tiép can bai todn trén theo cic cach sau:
Cach 1: Cho m =n = 2 trong (1), ta c6
44+ f(2) ] 2f(2) + 2.

Ma
2f(2) +2 <24+ f(2),

nén ta co

2f(2)+2=4+f(2) = f(2) =2.
Cho m = 2 trong (1), ta ¢
44 f(n) |4+n,

dan t6i f(n) < n véi moi n.
Cho m = n trong (1), ta ¢

n2+f(n) | nf(n)+n=nf(n)+n >n2+f(n)

hay
(n—=1)(f(n) —n) = 0.
Do d6 f(n) = n véi moi n > 2.
Diéu nay ciing ding v6i n = 1. Vi vdy f(n) = n v6i moi n. Thit lai thda man.
Cach 2: Cho m = f(n) trong (1), ta ¢6

f)(f(n) +1) | f(n)f(f(n)) +n.

Suy ra f(n) | n v6i moi n.
Xét m 1a sb nguyén duong bat ki va sé nguyén td p thoéa man p > 2m?. Khi

dé p > mf(m). Cho n = p—mf(m) trong (1), ta thu dugec m? + f(n) 1a uéc
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ctia p, ma m? + f(n) > 1 nén m? + f(n) = p. Do dé
p—m?= f(n)|n=p—mf(m),
p—mf(m) <p<2(p—m?),

p—mf(m) =p—m? hay f(m)=m.

Cach 3: Cho m =1 trong (1), ta dugc 1+ f(n) < f(1)+nnén f(n) <n+c
v6i ¢ = f(1) — 1. Gia stt ton tai sb nguyén duong n sao cho f(n) # n. Véi m
d 16n (chang han m > max {n,c+ 1}), ta c6

mf(m) +n <m(m+c) +n<2m? < 2(m2+f(n)),
suy ra mf(m) +n =m? + f(n). Dan dén

0# f(n) —n=m(f(m)—m),

diéu nay vo Iy vi m > |f(n) — n|. VAy f(n) = n v6i moi sd nguyén duong
n. Ol

Bai toan 2 | (INMO 2018) Tim tat cd cic ham f: ZT — ZT théa man hai diéu kién sau
i) f(m-n) = f(m) - f(n) ¥m, n € Z*.
i) m+n| f(m)+ f(n) Vm, n € Z™.

Lot ctar | Tuwi) chom=n=1,tacéd f(1) = 1.
Tu ii) cho m =1, ta ¢
n+1]f(n)+1.

Gid stt f(2) c6 u6c nguyén t6 1& p. Khi dé ta cé
p—1 p—1
plfp-1D+1=f Z'T +1=7f 5 f(2)+1.

Suy ra p | 1 (v6 li). Do d6, f(2) khong cé uéc nguyén tb 18, hay f(2) = 2*.
Cho m =1, n = 2 trong ii), ta c6

31 fQ)+1=2+1=Fklé

St dung i) ta ¢6
f(2m) =2k vm e 7F.

Thay m béi 2™ trong ii), ta ¢

2™ 40 | 2F 4+ f(n) = 2™F + 0¥ + f(n) —nF.
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Bai toan 3

L3I GIAI

Do k 1, nén 2™ +n | 2% + nF do dé
2™ 4 n | f(n) —n*, ¥Ym e Z".
Suy ra f(n) = n*. Thit lai ta thidy ham nay thoa man. O

(Thanh Héa 2018-2019) Tim tat ca cdc ham s6 f : N* — N* théa man diéu
kién
(f(@)+ F(b) — ab) | (af(a) +bf(®), viimoia, bEN". (2
Gid st f 13 ham s6 théa man diéu kién bai todn. Cho a = b = 1 trong (2), ta
dugce
2f() =11 2f(1) = 2f(1) =1 1.

Hon nta
fHeN"=2f(1)-1=1= f(1)=1.

Xét s6 nguyén t6 p bat ki, p > 7. Cho a = p, b = 1 trong (2), ta dugc
f@)=p+1[pf) +1= f) —p+1|pf(p) =0 +p+ (> —p+1)
= fp)—p+1| (@ —p+1).
« Néu f(p) —p+1=p*—p+1thi f(p) =p*
e Néu f(p) —p+1#p*—p+1,dop?> —p+11&nén
PP-p+1=3(f(p)—p+1).

Tu d6 ta cé 1
2
f(p) < g(p +2p—2).
Cho a = b = p trong (2), ta dugc
2f(p) —p* | 2pf(p) = 2f(p) — p* | 2pf (p) — P + P°
= 2f(p) —p* | .
Mat khac f(p) > 1 nén
9
- <2f(p) -~ < (1 +2-2) -~ <.

Do p nguyén t6 va p > 7 nén diéu nay mau thuan véi dicu kién 2 (p) —p?

14 uéc clia pd.

V6i mdi s6 nguyén a cb dinh, chon sé nguyén t6 p di 16n. Cho b = p, tit (2)
ta dudc

fla) +p® —pa|af(a)+p* = f(a) +p* —pa|af(a) +ap® — a’p +p* — ap® + a®p
= f(a) +p* —pa | p(p* — ap + a?).
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Do p di 16n nén p khong 1a wée ctia f(a), vi vay f(a) + p? — pa va p nguyén
t6 cting nhau nén

f(a) +p* = pa| p* —ap+a? = (f(a) +p* — pa) + a® - f(a)
=f(a) +p* —pa|a® - f(a).
Vi a? — f(a) cb dinh nén ta cé thé chon p du 16n dé
f(a) +p* —pa > a® - f(a).
Do d6 dé
fa)+p* —pa|a® — f(a) & a® — f(a) = 0.
Vay f(a) = a® v6i Va € N*. Thit lai thdy thoa man. ]
Bai toan 4 | Tim tat ca cac ham f: ZT — ZT théa man
nl+ f(m)!| f(n)! + f(m!) 3)
v6i moi m, n € Z+.
Lot ciat | Cho m = n =1 trong (3), ta ¢
L+ MO+ fQ) =1+ W f(L) - 1.
Ma 1+ f(1)! > |f(1) — 1|, nén f(1) = 1. Cho m =1 trong (3), ta c6
nl+1| fn)!+1= f(n)!>n!= f(n) >n.
Cho (m,n) = (1,p — 1) trong (3) vdi p 1a s6 nguyén to, ta cé
plp=D'+1[flp-D+1=fp-1)<p=flp-1)=p-1L
Cho n = p — 1 trong (3), ta cé
=D+ fm)] (p— D!+ f(ml),

hay
(p =Dt Fm)! ] f(ml) = f(m)!

v6i moi s6 nguyén tb p, didu nay dan t6i f(m!) = f(m)!. Do dé ta c6 thé viét
lai dé bai nhu sau

nl+ fm)! | f(m) 4+ f(n)! = nl+ f(m)!| f(n)! —n!
v6i moi s6 nguyén duong m. Suy ra

f(n)!'=nl= f(n) =n.
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Bai toan 5

L3I GIAI

(2024 Taiwan TST Round 2 Mock P3) Tim tit c& cdc ham f: N* — N* sao
cho

mf(m) + (f(f(m)) +n)* | 4m* +n?(f(f(n))? (4)
v6i moi m,n € N*.

Goi P(u,v) 1a phép thé n bdi u, m bdi v trong (4).
Tw P(1,1) ta duge f(1) = 1. Tu P(n, 1) ta dugc

n?+2n+2 | 44 n2f(f(n))>. (5)
Tit P(1,m) ta dugce
mf(m)+ f(f(m))? +2f(f(m)) +1 | 4m* + 1. (6)
Tit (6) suy ra
f(f(m)) <2m? -1, VmeN, m> 1. (7)

Trong (5), thay n béi 2, ta duge 5 | f(£(2))% + 1, ma theo (7), f(f(2)) < 7.
Do dé f(f(2)) chi c6 thé bang 2, 3 hoic 7. Mit khac f(f(2)) chan, vi néu
f(f(2)) 18, ta thay m = 2 vao (6) thi thu duge diéu vo 1y. Vay f(f(2)) = 2.
Thay m = 2 vao (6) ta dugc

2£(2)+9 | 65=13"5,
suy ra f(2) = 2 hodc f(2) = 28. Néu f(2) = 28, tit P(2,2) ta c6 dugc diéu
vo 1y, do d6 f(2) = 2.
V6i n 1€, ta ¢
gedn?,n®> 4+ 2n+2)=1van' +4=n?—-2n+2)(n*+2n+2),
nén tit (6) ta ¢
n?+2n 42| f(f(n))? —n?, vnlé. (8)

Trong (10) cho n = 3, ta dugc FfB3) =3 17 . Néu f(f(3)) + 3 chia hét
f(f3)+3:17

cho 17 thi f(f(3)) = 14 (vi f(f(3)) < 17 theo (7)), tuy nhién tit P(3,2),
ta thu dugc diéu vo 1y. Do dé f(f(3))—3 chia hét cho 17, dan dén f(f(3)) = 3.
Trong (6), cho m = 3 ta dugc

3£(3) + 16 | 325 = 25 - 13.

Tir d6 f(3) = 3 hotic f(3) = 103. Néu f(3) = 103, tit P(2,3) ta thiy vo ly.
Do d6 f(3) = 3.
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Lay p 1& bat ky, thuc hién P(2,p), P(3,p) va két hop véi (10), ta duge

F(f®)2=p* ip*+2p+2
f(f®)2—p* ip*+4p+38
f(f(p)* —p? i p* +6p+ 18.

ged(p? +2p +2,p2 +4p+8) <5

Hon nita < ged(p? +4p + 8,p? +6p+18) < 13 (véi p 1é).
ged(p? + 6p + 18, (p? +2p +2) < 5.

Gid st f(f(p)) # p, khi d6

(p* +2p+2)(p* + 4p + 8)(p* + 6p + 18)

FUfFp)? =p* 2 5 13 :

Mit khac f(f(p)) < 2p* — 1 nén

(p* + 2p+ 2)(p* + 4p + 8)(p* + 6p + 18)

< (992 —1)2 — 2
25 - 13 @17

v6i moi p 1é, diéu nay 1a vo ly.
Do d6 f(f(p)) = p v6i p 1é du 16n. V6i p sao cho f(f(p)) = p, thuc hién
P(q,p) v6i g 1& du 16n, ta duge

pf(p) +p* +2pg + ¢* | 4p* + ¢,

ma

4p*+q* = (pf () +p*+2pq+¢°) (20> —2pq+¢*) +p(p— £ (p)) (20" — 2pg+¢*).
do d6
p(f(p) — p)(20* — 2pq + ¢*)  pf(p) + p* + 2pq + ¢*
v6i moi ¢ 1& du 16n.
Gia stt f(p) # p. Ta cb
p(f(p) — p)(2p* — 2pq + ¢*)
pf(p) + p* + 2pq + ¢?

Do dé6 véi g da 16n thi

— p(f(p) — p) khi ¢ — +oo0.

2p” — 2pq + ¢ = pf(p) +° + 2pq + ¢
didu nay vo 1. Do dé
f(f(p) =p= f(p) =p (9)
Tt P(n,p) v6i p 1é du 16n, ta duge

2p° + 2pn +n® | n?(f(f(n))* — n?),
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v6i moi p 18 di 16n. Diéu nay chi xay ra khi f(f(n)) = n véi moi n € N*. Tt
day ap dung (4), ta suy ra

mf(m) + (m+n)? | (2m? 4 2mn + n?)(2m? — 2mn 4+ n?), Vm,n € N*.

V6i n 1é thi ged(2m? + 2mn +n?, 2m? — 2mn+n?) = 1 nén mf(m)+ (m+n)?
14 u6c ctia 2m? + 2mn + n? hoic 2m? — 2mn + n?.

e Néu mf(m) + (m +n)? | 2m? — 2mn + n? thi mf(m) + (m + n)? |
mf(m) — m? + 4mn. Véi n 1é di 16n, ta suy ra

mf(m)+ (m+n)? < mf(m) —m? + 4mn. (10)
Tuy nhién, bat dang thiic trong (10) khong xay ra khi n di 16n.

o Néu mf(m) + (m +n)? | 2m? + 2mn + n?, tuong tu ta suy ra dugc
mf(m)+ (m+mn)? | m? —mf(m). Cho n — +oo, ta suy ra f(m) = m.

Vay ham s6 f(n) =n, ¥n € N* 1a ham s6 duy nhat théa man diéu kién. [

(2021 Francophone MO Seniors) Tim tat ca cdc ham f: ZT — Z* thoéa man
céc diéu kién sau

a) n=(f(2n) — f(n)) (2f(n) — f(2n)),

b) f(m)f(n) = f(mn) = (f(2m) — f(m)) 2f(n) - f(2n)) +
+ (f(2n) = f(n)) (2f(m) = f(2m)),
¢) m —n chia hét f(2m) — f(2n) néu m va n 1a hai s6 nguyén t6 1& phan

biét.

Ki hi¢u P 1a tdp cac sb nguyén to.
Thay n = 1 vao diéu kién a), ta c6

(f)=rM)ErM) - f(2) =1 = f(1) =2 f(2) =3.
Thay n = p 1a s6 nguyén t6 vao diéu kién a), ta cb
(f(2p) — f(P))(2f(p) — f(2p)) = p.

Suy ra
{ f(2p) = f(p) =a
2f(p) — f(2p) =0
v6i a, b € Z, ab = p. Suy ra

{ fp)=a+b
f(2p) =2a+0b.

Mat khéc, ta can c6 a, b, a+b € ZT va ab = p, nén a, b 13 hoan vi ciia 1 va
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p. VAy ta c¢6 f(p) = p+ 1 véi moi p 1a s6 nguyén t6, va

[f(2p) =p+2
f2p) =2p+1

Ta phan hoach tip sé nguyén t6 thanh hai phan nhu sau:

{ A={peP|f(2p)=2p+1}
B={peP|f(2p)=p+2}.

Ta gid st hai tdp A va B déu c6 it nhat 1 phan tit. Do tadp P 1a tdp hgp vo
han, nén khi phan hoach, it nhat 1 trong 2 tip A va B c6 sb phan tit vo han.
Khong méat tinh téng quat, gid sit tap d6 la A.

Xét m thudce tip A, n thuéc B. Theo diéu kién c), ta ¢

2m+1—-n—2:m—n,

suy ra
n—1:m-n, YVme A, n¢eB. (11)

Do tap A 1 tdp vo han, nén ta c6 thé chon m du 16n dé m > 2n — 1, nhu
vay thi (11) khong thoa, vo li. VAy ta suy ra

f(2p) =2p+1, VpeP
f@2p)=p+2, VpeP

Mit khédc, ta thay n = 4 vao diéu kién a), ta tinh duge f(4) = 5 hoic
f(’4) =4, X

Neu f(4) = 4, thi ta thay m = n = 2 vao dieu kién b), ro6 rang khong dung.
Vay f(4) = 5. Hon nita, 4 = 2 -2 va 2 1a sb nguyén td, nén ta suy ra dugc
f(2p) = 2p + 1 v6i p 1a s6 nguyén t6.

Ta thay m = p, n = ¢ (v6i p, ¢ 1a 2 sb nguyén t6) vao diéu kién b), ta tinh
duge f(pq) = pg+ 1 véi moi p, ¢ 1a s6 nguyén t6.

Ta & tinh tiép gia tri clia f(pqr) v6i p, ¢, r 1a cic s6 nguyén t6 (khong nhat
thiét phan biét). Thay m = p 1a s6 nguyén t6 vao diéu kién b), ta co:

(p+1)f(n) = f(np) = p(2f(n) = f(2n)) + f(2n) — f(n).

Suy ra
flnp) = (p—1)f(2n) = (p+2)f(n) Vn EN*, p€ P. (12)
Thay n = pq vao diéu kién a), ta tinh duge

f(2pq) = pq +2
f(2pq) =2pg+ 1’

v6i p, q 1 2 86 nguyén t6. Thay m = 2p, n = ¢ vao diéu kién b), ta c6

2p+1)(g+1) = f(2pq) = (f(4p) — f(2p)) + (2f(2p) — f(4p))g.  (13)
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Thay n = 2p vao diéu kién a), ta c6

[f(4p> =4p+1
f(dp) =2p +2

Néu f(2pq) = pq + 2, thi ta thay f(2pq) va 2 trudng hop ctia f(4p) vao (13),
ta co:

2p+q
2+ D(g+1)—pg—2=
(2p+1)(g+1)—pg 2pg + 1.
Suy ra
[pq:l g2
(¢—2)p—1)=

Tuong tu vAy, khi thay m = 2¢, n = p vao diéu kién b), ta cling thu duge
p = 2. Vay néu ton tai s6 c¢6 dang 2pq (p, ¢ la s6 nguyén td) théa f(2pq) =
pq + 2, thi p=¢ = 2. Tic la f(8) = 6.

Thay n = 8 vao diéu kién a), ta c6 f(16) nhan mot trong hai gid tri 14 8 hodc
10.

Thay m = n = 4 vao diéu kién b), ta c6 f(16) = 17 (vo li). Vay f(2pq) =
2pq 4+ 1 v6i moi p, ¢ 13 hai sd nguyén tb.

Thay n = gr vao (12), v6i ¢, 12 hai s6 nguyén t6, ta tinh duge f(pqr) =
pqr + 1.

Gié st ta ¢

f(pip2---pn) =p1p2-- pn+1, Vp1,p2,....pn €P, nE€N', n <k, k=>3.

(14)
Ta sé chitng minh

f(pip2 - Pre1) = pip2- - Prs1 + 1, YD1,02, - -, Dy Py € P- (15)

That vay, ta thay m = pipa---pr_1, n = prprs1 vao dieu kién b), ta

ap dung gid thiét (14) vao f(pip2---pe-1), f(Pk Pr+1), f(2p1p2 - Pe—1), VA&
f(2pg pr+1), ta ching minh duge (15) dung.
Vay ta cé thé két luan (cic sb p1,p2, ..., p, khong nhat thiét phan biét):

f(pip2--pn) =pip2-Pn+ 1, Vpi,pa2,....pn € P, n € N,

T d6, ta c6 f(n) =n+1, Vn € N*. Thit lai ta thiy thoa man. O

(Iberoamerican 2022, Day 2, P3) Tim tat c& cac ham f: Z* — Z* théa man
f(a)f(a+0b) —ab 1a s6 chinh phuong v6i moi s6 nguyén duong a, b.

Ki hiéu P(z,y) 1a phép thé a = x va b =y trong f(a)f(a + b) — ab.
Gia sit ton tai s6 nguyén t6 p sao cho p | f(z) nhung p t . Khi dé v,(f(z)) =
1, vi ngugc lai tt P(z,p), ta lai c6

vp(f(z)f(z +p) —xp) =1 hay f(z)f(z+p)—2xp
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khoéng 1a s6 chinh phuong. Khi dé, ta chting minh duge

vp(f (@ +97)) = 1 VA vz + ) = 0.

Dat m =z +p? van =z +p. T P(p,m — p), ta duge f(p)f(m) — p(m — p)
1a s6 chinh phuong, suy ra v,(f(p)) = 0. Tuy nhién, tit P(p,n — p), ta duge
f(p)f(n) —n(n — p) 1a s6 chinh phuong, suy ra v,(f(p)) =1 (Mau thuan).
Nhu vay p | f(x) = p|x. Tt P(q,z — q) v6i q 1a sb nguyén t6 va ¢ 1 z, ta
6 f(q) = q.
Tw P(a,q — a), ta c6

q(f(a) — a) + a?

14 s6 chinh phuong véi moi s6 nguyén té ¢ du l6n.

Chon ¢ =1 (mod a) thi f(a) 14 thing du chinh phuong modulo a.

Chon ¢ = z (mod a) v6i z khong 1a thang du chinh phuong modulo a va
nguyén td cting nhau véi a, khi d6 a | f(a).

Vay f(a) = (k+ 1)a, tit d6 suy ra a(a + gk) 1 s6 chinh phuong v6i moi sd
nguyén to q.

Tt day thu duge k = 0. Vay f(a) = a v6i moi s6 nguyén duong a.

Tht lai thoéa man. O

Bai toan 8 | (2021 APMO) Tim tat cd cac hAm f: Z — Z théa man f(f(a) —b) + bf(2a)
14 s6 chinh phuong v6i moi s6 nguyén a, b.

Lot cidt | Goi P(x,y) 1a phép thé a béi x, b béi y trong f (f (a) — b) + bf (2a) .

Tit P(0, £(0)), ta c6 f(0) + f(0)* 1a s6 chinh phuong, ma f(0) 1a s6 nguyén
nén f(0) =0 hoac f(0) = —1.

Gid stt f(0) = —1. Tt P(0;—1 —b), ta c6 f(b) + b+ 114 s6 chinh phuong,.
Do dé f (f(a)) + f(a) + 1 1a s6 chinh phuong. Tt P(0,a), ta c¢6 f (f(a)) 1a
s6 chinh phuong.

Néu f(a) chia 4 du 1 thi f(f(a)) + f(a) + 1 chia 4 du 2 hodc 3 (khong thé
1a s6 chinh phuong). Do dé khéng ton tai a nguyén dé f(a) chia 4 du 1.

Tt P(0,0), ta c6 f(—1) 1a s6 chinh phuong nén f(—1) chia hét cho 4. Tu
P(—1, f(=1)), ta c6 f(—1)f(—2) — 1 12 s6 chinh phuong, chia 4 du 3 (V5 ).
Nhu vay f(0) = 0.

Tt P(0,—a), ta ¢6 f(a) 1a sb chinh phuong véi moi sé nguyén a.

o Trudng hgp 1: Ton tai sé nguyén duong ¢ dé f(c) = 0.
T P (¢, —c), ta duge —cf(2¢) < 01a s6 chinh phuong. Suy ra f(2¢) = 0.
Tuong tu ta cb f (2’“0) =0 v6i k 1a s6 tu nhién.

Véi mdi s nguyén ag, chon k diu 16n dé f(ag) < 2Fc. Ti
P (ao,f(ao) - 2’“0), ta ¢

(f(a0) = 2¥¢) f (2a0)

14 s6 chinh phuong, suy ra f (2ag) = 0.

Vay f (2z) = 0va f (22 + 1) 12 86 chinh phuong bat ki véi moi x nguyén.
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e Trudng hgp 2: f(z) > 0 néu z > 0.
Tu P (a, f (a) — 2a), ta c6

(f (@) = 2a+1) f (2a)

14 56 chinh phuong. Nhu vAy v6i moi a nguyén duong, f (a) —2a+1 13
s6 chinh phuong.

, L 1 ,
Véi s6 nguyén t6 p bt ki, lay k = 1% thi f (k) va f (k) —p1a 2 s

chinh phuong. D& dang tinh dugc f (k) = k2. Vi vay f (2) = 22 v6i vo
s6 s6 nguyén x.

Goi A C Z 1a tap céc sb nguyén x théa man f (x) = z2. Véi z,y € A,
tit P (z,2% — y), ta c6

f 2z

2 2

y2+(x2—y)f(2%‘)—<y— :

14 s6 chinh phuong. C6 dinh z, cho y tién dan dén +oo, suy ra

f(2z)°

x2f(2m)—T:O = f(2z) = 4a*.

Vé6i s6 nguyén a bat ki, tit P (z,2? — a), ta c6
2
f(a)+ (J:2 —a) 42 = (2$2 —a) + £ (a) — a?

14 s6 chinh phuong. Véi z dt 16n thi f (a) = a®. Vay f (z) = 22 v6i moi
T nguyeén.
1

(China TST 2021, Test 2, Day 2 P4) Tim tat c& cidc ham f: ZT — Z* sao
cho v6i moi s6 nguyén duong m > n ta cb

flmp(n®)) = f(m) - p(n). (16)

Trong d6 o(n) 1 sb cdc s6 nguyén duong khong vugt qua n va nguyén t6
cung nhau véi n.

Ki hiéu P(a;b) 1a phép thé m = a, n = b trong (16).
Ta chttng minh

f(mn) =nf(m), Ym >n (17)
bang quy nap theo n.
Hién nhién (17) ding v6i n = 1. Gia st (17) ding véi k = 1,2,...,n — 1.
Ta chitng minh (17) ding v6i n. Néu n 1a hop s6, khi dé ta xét s6 nguyén t6
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p | n. Taco

fmn) = £ (m”-p) = pf (™) =p+ % ) = nf ().

Xét n = p 1a s6 nguyén td. Tt P(m;p) véi m > p, ta c6

Fme(?)) = f(m) - o(p*).

Ma (p?) = p?(p — 1), nén ta cé

fmp*(p—1)) = f(m) - p*(p - 1).
Mat khéac

f (mp*(p = 1)) = (p— 1) f(mp?).
Suy ra

mp*(p — m) - p*(p —
f(me):f( I;(_pl 1)):f( )pp_(lp l)zf(m)-pQ_

Tit P(m;p?) véi m > p?, ta cé

_ ) _ fompPp=1)) _ f(m) PP —=1) _
flmp) === = plo-1) plp-1) = flm)-p.

Do d6, v6i moi m > p ta cé

_fmp?) _ fm)-p*
f(mp) = P = f(m) - p.

Tt d6 ta c6 (17) duge chitng minh. Xét s6 nguyén t6 p > 2, ta cb

2f(p) = f(2p) = pf(2) = f(2) : 2,

hay f(2) = 2a véia € Z™.
Trong (17) ta cho m =2, n =2, ta ¢

(2% = 2£(2) = 2%.
Béng quy nap ta chimg minh dugc
(@28 =2k, vk > 1.
Khi dé v6i n > 2, ludn ton tai k sao cho 2871 <n < 28 Khi d6

F@ ) @) @25 2a-n

f(n) = 2k—1 2k - 2k - 2k = an.

Hon nita, ta thay f(1) c6 thé nhan gia tri bat ki.
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b né =1 .
newn , trong do6 a, b la hai s6 nguyén duong. O

Vay f(n) = {

an néun > 2
(Canada MO 2021) Mot ham f: N* — N* goi 13 ham "dep", néu

ged(f(f(2)), f(z +y)) = ged(x, y) (18)

v6i moi z,y € N*. Tim tat ci cdc s6 nguyén duong m sao cho f(m) = m véi
moi ham dep.

Ki hiéu P(a,b) 13 phép thé o = a va y = b trong (18).

Xét 2 1 s6 nguyén duong c6 it nhat hai uGc nguyén t6 phan biét. Dit z = p*-q
véi p 1a s6 nguyén t6 va ¢ > 1 13 s6 nguyén duong nguyén té cling nhau véi
P.

Tw P(q,x — q), ta c6

ged(f(f(q), fx —q+q)) = ged(f(f(q)), f(x)) = ged(q,z — q) = q.

Suy ra ¢ | f(z). Tu P (pk,x —pk) ta cé

ed (£ (£ (1)) f (o 9" 49") ) = eea (4 (£ (1)) /)

Suy ra p* | f(z). din dén x | f(x). Do d6 f(z) > z. Néu f(x) > = thi tir
P(x, f(x) — x) ta cb

f(f(x)) = ged(f(f(2)), f(x + fz) — x)) = ged(z, f(x) — ) = ged(z, f(2)).
Suy ra
fUf@) 1 z= f(f() | f(2).
T P(x, ), ta ¢b
ged(f(f(2)), f(22)) = ged(z, ) = .

Suy ra = | f(f(x)), do d6 f(f(z)) = x. Vi x c¢6 it nhat hai wéc nguyén td
phéan biét va z | f(x), nén f(x) ciing c6 it nhat hai w6c nguyén t6 phan biét.
Suy ra

f@) | f(f(z)) ==

Do d6, f(x) = z. Xét 2 ¢6 khong qua mot ude nguyén t6. Khi d6 = = p* véi
k € N va p la s6 nguyén t6. Xét ham f thoa man

FEMY =08, FOF) =P, F(F(x) = 2 Vo & {pF; P

Ta thiy f(f(x)) = z Vo € N*. Ta chitng minh ham f thda bai toin.
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Néu z +y & {p¥; p*t'}, ta co

ged(f(f(x)), f(z +y)) = ged(z; 7 +y) = ged(w, y).

Néu z +y = pF*l, ta cé

ged(f(f(2)), f(z+y)) = ged(z,p*) = ged(z,p" ' —2) = ged(z,y) (do z < pFH).

Néu z + y = p¥, két hop véi z < p*, ta c6

ged(f(f(2)), f(x +y)) = ged(z; p"™) = ged(z;p* — 2) = ged(z;y).

Vay m cé it nhat hai udc nguyén t6 1a cac gia tri can tim. O

Dé két thiic bai viét, ching to6i gidi thiéu mot s6 bai todn dé ban doc tham
khao.

Baitap 1 (2020 Caucasus MO) : Tim tat cd cdc ham f: N* — N* sao cho

fm)+n—m: f(n)

v6i moi sb nguyén duong m, n.

Bai tap 2 (IMO Shortlist 2012, N3) : Cho n 14 s6 nguyén duong 1é. Tim tit ci cdc ham
f:7Z — 7Z théa man

f) = fly) 2" —y"
véi moi z, y € Z.

Bai tap 3 (Swiss 2020) : Tim tat cd cac ham f: N* — N* sao cho v6i moi m, n € N, ta
co
f(m) + f(n) [ m+n.

Bai tap 4  (Nam Dinh 2021-2022) : Xét ham s6 f: N* — N* thoa man diéu kién

(2a+ f(5)) | (V2 +2f(a)- f(b)) voi moi a,b e N*.
1. Chimg minh rang néu p 1a s6 nguyén t6 thi f(p) cé khéng qui 3 udce
nguyén duong.
2. Tim tat ca cdc ham s6 f thoa man diéu kién da néu.

Baitap 5  (Indonesian MO 2020) : Tim tat cd cdc ham f: ZT — Z* thda man

n® + f(m)f(n) : f(n) +m,

v6i moi sb nguyén duong m, n.

Baitap 6  (IMO Shortlist 2016) : Tim tat cd cdc ham f: N* — N* théa man véi moi
m, n € N* ta cé

07 f(m)+ f(n) —mn | mf(m)+nf(n).
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Bai tap 7 (Japan MO Finals 2021) : Tim tat c& cac ham f: Z* — ZT théa man
nlme f(n)| f(m)—n

v6i moi m, n € Z*.
Baitap 8 (CMO 2021) : Tim tat cd cdc ham f: ZT — ZT théa man

f(f(x)+y) lz+ fly)

v6i moi x, y € ZT.
Bai t4p 9 (BMO 2020) : Tim tat cd cac ham f: ZT — Z* sao cho v6i moi s6 nguyén
duwong n, ta luon cé

n
i) Z f(k) 1a s6 chinh phuong.
k=1

ii) f(n) chia hét n3.
Bai tap 10 (2024 Japan MO P2) : Tim tit ci cdc ham f : Zsg — Z~¢ sao cho
lem(m, f(m + f(n))) = lem(f(m), f(m) +n)

v6i moi sb nguyén duong m va n.
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1. Pit Van bé

Quan hé ho hang - mot trong nhitng mdi quan hé co ban va quan trong nhat
gitta con ngudi v4i nhau. Quan hé ho hang c6 thé chi xuat phat tit nhitng mbi
quan hé rat gan giii nhu Cha, Me, Anh, Chi, Em, dén ci nhiing méi quan hé
"xa hon"mot chit nhu Ong, Ba, C6, Chu, Béac, Di, Cau, Mg, Thim, Duong,...
hay tham chi 14 Vg/Chong, Anh/Em/Con ré, Chi/Em/Con dau, Sui gia,...

Quan hé ho hang, dong doi, gia toc, hdu dué,... tit xua dén nay von 1a mot chi
dé duge nghién citu rat nhicu trong céc linh vitc vé Nhan chiing hoc, Gia pha
hoc,... va dé 14 nhitng mon khoa hoc mang tinh chat xa hoi. Nhung sé ra sao
néu ching ta th@t "mé hinh héa"linh viuc nay, cu thé § day 14 cdc mdi quan hé
ho hang, bang Toan hoc - mot ngdn ngit dep dé tuéng rang chi duge st dung
trong cac linh vyc tu nhién?

Duéi day sé 1a mot vai suy nghi vu vo clia tac gid trong viéc cb ging mé hinh
héa cic mdi quan hé ho hang bang Toan hoc. Trude hét ta nhan ra rang, mot
mbi quan hé ho hang li¢u ¢6 lién quan gi dé6 dén khai niém Anh xa - mot trong
nhitng khai niém co ban nhat ctia Todn hoc hay khong?

2. Mot S6 Pinh Nghia

Di nhién, khi muén xay dung mot 1y thuyét nao dé trong Todn hoc néi riéng va
cac moén khoa hoc néi chung, thi nhitng dong dinh nghia chinh 1a nhiing vién
gach c6t 161 khong thé thiéu. Dudi day tac gia sé dua ra mot vai dinh nghia va
ky hiéu don gian nhat.

2.1. Mot S6 Pinh Nghia Co Ban

o Tap nhéan loai (People set): La tap hgp tat cd moi ngudi trén thé gidi,
ky hiéu P. Nhu vy, ban doc, téc gid va bat cit ai khac déu thudc vao tap
nhan loai nay.

« Mbi quan hé ho hang: La nhitng 4nh xa (don tri hodc da tri) két nbi
gitta ngudi v6i ngudi thong qua nhitng quan hé co ban nhu Cha, Me, Anh,
Chi, Em, Con, Vg/Chong,... va nhitng quan hé duge md rong tir cic quan
hé trén nhu Ong, Ba, C6, Chu,...
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« Tap quan hé ho hang don tri: La tadp hop tat ci cdc moéi quan hé ho
hang ma 14 d4nh xa don tri (tam goi tat 1& quan hé don tri), xin duge ky
hiéu S.

« T4p quan hé ho hang da tri: La tdp hgp tit cd cdc mbi quan hé ho
hang ma 13 dnh xa da tri (tam goi tat 1a quan hé don tri, chita cic mdi
quan hé don tri), xin dugce ky hi¢u M.

o Tap quan hé ho hang (néi chung): Xin duge ky hiéu R =S U M.

2.2. Mot S6 Ky Hiéu Vé Quan Hé Ho Hang

Diing nhitng dinh nghia va tinh chat da biét vé anh xa, tac gia xin ky hiéu mot
s6 mdi quan hé nhu sau:

2.2.1 Céc Mbi Quan Hé Co Ban Nhét

Xét X € P, ta ky hiéu:

Ban than X: i(X) = X.

o Bacia X: b(X).
o Me ciia X: m(X).
e Ban ddi ctia X: I(X) (Vg clia X, néu X 1a nam, va Chong cia X, néu X
la ntw).
2.2.2 Céc Mbi Quan Hé Sau Xa Hon
Xét X € P, ta ky hicu:
« Ong noi ctia X: b(b(X)) := b*(X).
e Ba noi cia X: m(b(X)) := mb(X).
« Ong ngoai ctia X: b(m(X)) := bm(X).

« Ba ngoai ciia X: m(m(X)) := m?(X).
2.2.3 Céac Mbi Quan Hé La Anh Xa Pa Tri

Xét X € P, ta ky hiéu:

o Phu huynh ctia X (Gom ba va me): p(X) = {b(X), m(X)}.

178



Tap chi Epsilon, S6 25, 2/2025

o Céc anh chi em ctia X (gom cd X): s(X).

o Céc con clia X: ¢(X).

Dé cho thuan tién, téc gid xin goi cic méi quan hé i(X), b(X), m(X), [(X),
ct(X) € ¢(X), st(X) € s(X) 1a nhitng mdi quan hé tryc tiép.

2.2.4 Mot S6 Mbi Quan Hé Khiac

Xét X € P.

o Hop clia cdc mdi quan hé don tri: Vé6i f € S, ta dinh nghia:

Y (X):=fofo---of(X) (nlan,n€N)

« T6 tién: Puge dinh nghia téng quat nhu sau:
(X)) ={X}, p'(X)=Dp(X),

p"(X):={p1opro---op,(X),pi(X) €p(X),i=1,n} (n>1)
Vi du: p?(X) = {bm(X), mb(X),b*(X),m?(X)} gdom 6ng ba ndi va éng
ba ngoai ciia X. Ngoai ra, v6i p°(X) = {X},pH(X) = p(X) thi p"(X)
(n > 1) c6 thé duge dinh nghia dé quy nhu sau:

P(X)= U )
Yepr—H(X)

2.3. Quan Hé Ho Hang Va Quan Hé Huyét Théng Giita Hai
Nguoi

Duéi day téc gid sé dua ra nhitng dinh nghia hoan chinh nhat déi véi quan hé
ho hang va huyét théng.

2.3.1 Quan Hé Ho Hang Giita Hai Nguai

Pinh nghia: Cho A, B € P, ta néi A cé quan hé ho hang v4i B (ngin gon
hon: A ¢6 ho hang v6i B), ky hieu A ~ B, néu ton tai mot mdi quan hé ho
hang don tri gitta ngudi nay véi ngudsi kia. Tic:

A~B&3feS:P—P saocho A~ B=f(A)

C6 thé kiém chiting rang ~ 13 mot quan hé tuong duong. Lép tuong duong ciia
X € P theo quan hé ~, ky hi¢u [X]., khi d6 sé la tdp hgp nhiing ngusi ¢
quan hé ho hang v6i X.

Vi du: A ¢6 ho hang v6i ba noi cia A, B ¢6 ho hang v6i em trai cia ba B, ...
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Dinh nghia nay da thanh cong trong viéc m6 hinh héa viéc "c6 quan hé ho
hang'gitta hai ngudi. Luu ¥ rang trong bai bao nay, dé tranh phién phic, tic
gid da quy uéc hai ngusi cé ho hang chi théng qua viéc ton tai mdt modi quan
hé ho hang don tri. That ra néu quan hé d6 1a da tri thi vé mét xa hoi van c6
thé xem nhu hai ngudi d6 ¢6 ho hang, nhung can dé ¥y rang cdc mdi quan hé
da tri vé co ban ciing chtta cdc moi quan hé don tri, va lai quay vé dinh nghia
ban dau.

2.3.2 Quan Hé Huyét Théng Gitta Hai Ngudi
Huyét théng nghia 1 ciing dong mau, cling dong mau nghia 1a c6 cling to tién.
Tu day tac gid dua ra mdt dinh nghia sau kha thua vi:

Pinh nghia: Cho A, B € P, ta n6i A c6 cung huyét théng v6i B, ky hiéu
A1 B, néu Im,n € N sao cho p™(A) Np"(B) # 0.

Vi du: A va bd clia A (tte b(A)) cé cling huyét théng vi p?(A) N p(b(A)) =
{mb(A),b%(A)} # 0. Ta viét A b(A).

Vi du: A va [(A) khong c6 cuing huyét thong.

Nhan xét: Quan hé huyét théng khong phai 1d mot quan hé tuong duong. Nhung
6 rang néu hai ngudi c6 quan hé huyét théng véi nhau thi ciing ¢ quan hé ho
hang v6i nhau.

2.4. M6t S6 Két Qua Thu Pugc

2.4.1 Vé Céc Mbi Quan Hé Pon Tri

T mot s6 kinh nghiém thuc tién, ching ta cé thé dé dang suy ra cic quy tic
d6i v6i cac mbi quan hé ho hang nhu sau:

e Ban than ctia ban than thi van 1a ban than:

"(X)=X, VYneN

o Cha/me ctia anh chi em ta ctng chinh la cha me cta ta:

p(s'(X)) = p(X), Vs'(X) € s(X)

e Ban doi ctia ba la me, ban doi ctia me 1a ba:

(b(X)) = m(X), U(m(X)) = b(X)

o Ban ddi clia ban doi clia ta 1a chinh ta (khong xét truong hop ly di):

(X)) =X
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e Con ctia ba minh ciing 1a con ctia me minh:
c(b(X)) = c(m(X)), (X)) = c(X)
e Anh chi em ctia anh chi em minh van 1a anh chi em ctia minh:
s(8'(X)) = s(X), Vs(X)e€s(X)
e Minh thubc vao tap cac con cuia ba me minh:
X ec(p/(X)), ' (X)€p(X)

e Minh thudc vao tap cic anh chi em ctia minh:

X € s(X)

2.4.2 Mbt S6 Pinh Ly
Duéi day 1a mot s6 dinh Iy ma téc gid da dac két va ching minh duge. Phan
chimg minh c6 thé sé c6 sai s6t do ning luc cla tac gid cé han.

Dinh ly: Tap cdc quan hé don tri cing v6i phép hgp dnh xa, titc (S, o), 14 mot
nhém (khong giao hoén).

Chting minh: Danh cho ban doc.
Dinh 1y: Y € ¢(X) khi va chi khi s(Y) = ¢(X).
Chitng minh:

o Chiéu ddo: Hién nhién Y € 5(Y), do s(Y) = ¢(X) nén Y € ¢(X).

o Chiéu thuin: Véi Y € ¢(X), ta can chitng minh ¢(X) C s(Y) va s(Y) C
c(X). Lay Z € ¢(X), khi d6 {Z,Y} C ¢(X), nghia 1a Z va Y c6 chung
cha/me 1& X, dan dén viéc ho 1a anh chi em rudt véi nhau, ttc Z €
5(Y) = ¢(X) C s(Y). Ngugc lai, lay T € s(Y), titc T v6i Y 1a anh chi em
rudt, nén c6 cung cha me, ma Y € ¢(X) nén X 1a cha/me ctia Y, cing la
cha/me cia T, nén T € ¢(X) = s(Y) C ¢(X).

Dinh ly: Xét X € P, khi d6: Vn e N,3A € P: A € p"(X).
Chitng minh: Tru6c hét, dinh 1y trén ¢ thé phat biéu lai nhu sau: Xét X € P,
khi d6: Vn € N, p"(X) # (). Ta sé chimg minh bang phuong phap quy nap.
o Hién nhién p°(X) = {X} # 0, p2(X) = {b(X),m(X)} # 0 (vi néu khong
c6 ba me ta thi sé khong ai sinh ra ta).
o Gia sit p'(X) # 0 v6i moi i = 1, k, ta chting minh p*+1(X) # 0.
e That vay, theo dinh nghia dé quy cua pkH(X):

PP X) = p(Y)
Yepk(X)
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Do tat ca cic p'(Y), i = 1, k déu khéc rdng nén hgp ciia chiing ciing khéc
réng, dan dén pFt1(X) # 0.

Pinh ly: Xét X € P. Moi mbi quan hé f € S ciia X déu c6 thé phan tich duge
thanh 1 trong cdc mdi quan hé sau:

J(X)=gopi(X); f(X)=gol(X);

f(X)=gosi(X); f(X)=goa(X)
voi pi(X) € p(X), ci(X) € e(X), 5;(X) € s(X) va g 1a mot quan hé don tri bat
k3.

Dinh 1y trén con c6 thé duge phéat biéu dusi dang: Moi mbi quan hé f € S cta
X c6 thé phan tich duge dudi dang f(X) = go h(X), véi g 1d mot quan hé don
tri bat ky va h 1a mot quan hé truc tiép.

Chting minh: Danh cho ban doc.

Vi du: Dinh nghia er’(X) 1a mot ngudi em 1é (chong clia em géi) ctia X. Khi
d6 c6 thé phan tich: er’(X) := Lo €/(X), v6i €/ (X) € s(X) dai dién cho mot
ngudi em géi clia X, 13 mot quan hé truc tiép cta X.

3. D6i Loi Cua Tac Gia

3.1. Mot S6 Han Ché Cua Ly Thuyét Trén

Nhitng v tudng tac gia da suy nghi va trinh bay cho ban doc vira rdi van con
khé so sai va ton dong nhitng han ché nhu sau:

e Ly thuyét chua mé rong médi quan hé cho cac trudng hop clia con nudi,
con riéng, cha me ké... ma theo 1y thuyét van cé thé duge tinh 1a ho hang
(mot cach mién cudng hogc khong).

e Ly thuyét chua dé cap dén cac truong hop kha dic biét hoac hy hitu nhu
hai chi em rudt ctia gia dinh nay, mdi ngudsi két hon véi mot trong hai
anh em ruot ctia gia dinh no; hay trudng hop chénh léch tudi tac, vai vé
khi két hon,...

3.2. Mot S6 Huéng Phat Trién Tiép Theo
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Dua trén nhitng gi tac gid da dit nén méng (hosic khong), ban doc cé thé mé
rong 1y thuyét trén cho nhitng van dé nhu sau:

e Van dé vé thé hé (Generation), vai vé,...

« Nhitng trudng hop “hy hitu” nhu tac gia da dé cap & trén.

Ly thuyét ve viéc "gidi phuong trinh", tim cdc mdi quan hé ho hang bi an
tu "phuong trinh"cho trudc.

Téc gid hy vong ban doc da cam thay mot chit hitng thi déi véi nhitng gi tac
gid da trinh bay & trén. Nhitng ndi dung trinh bay G trén chi mang tinh tham
khao va "gidi tri'cho nhitng ai muén kham pha nhing thit méi la hon trong
linh vic Toan hoc.

Loi cudi cling xin dugc chiic tat ci cic ban luon doi dao sic khoe va luon giit
dugce 1ong yéu mén dbi v6i Toan hoc ctia minh.

Than ail
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TicH BO1 BaA VA DINH LY FERMAT-EULER
VE TONG Hal BINH PHUONG

TRAN NaMm DONG (TRUSNG Pa1 Hoc KHTN TP HO Cui MiNH)

Gié6i thiéu. Pinh Iy Fermat-Euler vé tong hai binh phuong la mot vién ngoc ciia todn hoc. Pinh li
khing dinh rang néu p la mét s6 nguyén té dang 4k + 1 thi p sé biéu dién dudc dudi dang tong binh
phuong clia hai s6 nguyén p = a® + b%. C6 nhiéu cdch ching minh cho dinh lj ndy nhu cdch chimg
minh ciia Euler (s dung phuong phdp xudng thang), cdch chiing minh ciia Lagrange (s dung dang
toan phuong), cdich ching minh cia Dedekind (st dung sé6 nguyén Gauss), cdch chiing minh ciia
Minkowsky (st dung tinh chat cia tdp 16i). Nam 1990, Zagier, dua trén mét chimg minh ngdn ciia
Heath-Brown, dd dua ra mot phép “chitng minh mét dong”. Gan day nhdt, nam 2016, Cristopher
da dua ra moét phép chiing minh dua trén ly thuyét phan hoach.

Cdc phép ching minh nay da s6 déu cé dang chitng minh khéng xdy dung, tic la chi chi ra su ton
tai clia a,b ma khong chi ra cdch tim a,b thé ndo, cing khong cho biét ro cé bao nhiéu nghiém nhu
vay.

Bai viét nay sé dua ra mot cich ching minh khdc cho dinh ly Fermat-Euler vé tong hai binh
phuong, qua doé cho biét s6 nghiém nguyén clia phuong trinh n = a® + b% vdi moi n, ti dé ma dinh
ly Fermat-Euler chi la mot trudng hop riéng.
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Pinh Iy 1

LOI GIAI

1. Pinh 1y vé g-nhi thic

Chting ta déu biét vé dinh Iy nhi thitc va cdc hé s6 nhi thitc. C6 mot khai niém
tuong tu nhu vay, dugc goi la ¢ nhi thitc va hé s6 ¢-nhi thic.
. ~ v _ \ _ n 7 n _ (Q)n ~
Dinh nghia. Dat (¢)o =1 va (¢)n = [[1=1(1 — ¢"), k= e Ta cling
q

dat (Q)oo = limn7>oo(Q)n~

C6 thé néi hé sb g-nhi thitc 14 mé rong ciia cac hé sé nhi thic, béi vi

i ] = ()

Ta c6 thé dé dang chimg minh dude cac tinh chit co ban sau day cta hé sb

g-nhi thic
nl g|n- 1 n n—1 (1)
kT |k k1
q q q
n n—1 n—1
n—=k
= 2
q q q

Cht ¥, khi cho q dan dén 1~ thi (1), (2) tré thanh tinh chat ctia hé sb nhi thiec.
Tir (1) va (2), bang quy nap d& dang chitng minh dugc

b,

Ta ¢6 dinh 1y sau, duge goi 1a dinh 1y g-nhi thic.

la da thic theo q.

Cho n 1a s6 nguyén duong, = va ¢ la cac bién doc lap. Khi d6 ta cb

(1+z)(1+aq)-- (L+az¢" ") = zn: [Z] Hk=D/2k 3)
k=0 L% 4

(G. Polya, G.L. Alexanderson) Dt
f@)=Q0+2)1+2q) - (1+x¢"").

Chiuy (1+z)f(xq) = f(x)(1+ z¢™). Bay gio dat

fl@) =" Qua”,
k=0
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trong dé Qy, 14 ham s6 theo ¢ thi
n n
(1+a) Y Qra*a™ = (1+2¢") Y Qua”.
k=0 k=0

So sanh hé s6 ciia 2% ¢ hai vé ta c6

Qrd* + Qr—1¢" = Q1 + ¢" Q1.

Tt day suy ra
Qp=q" 1. ﬂ Q1.
1—gk
T day, cha y Qo =1, ta ¢b

n—k+1 1 n—k+2

1 1—gq 2l—gq 1—¢" - n
S A S L SN (N S, M L S DV e
Qr=4q T e AL Qo=q¢ ;

Péng thitc (3) dugc chimg minh. O

2. Hai ddng nhéit thiic ctia Euler

Viét dinh Iy (3) lai dudi dang

T za) - - - o 1) = - % k(k=1)/2,.k
(I+z)(d+zq)--- (14+2¢") g(Q)n—k(q)kq :

V6i |q| < 1 cho n dan dén vo clng, ta duge

1 k—1y _ X, g1/ k 1
(1+zq )—27() z”. (1)
1 k=0 Dk

8

k

Dong nhat thitc nay dude tim ra bsi Euler.

Tiép theo, trong (3) ta thay z = —1 thi dugc

" |n
q

k=0

Nhan hai vé véi ((—51”, ta dugc

no (ko k(k=1)/2
O:Z( ) q

PR R 2)
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Dinh ly 2

Biéu thitc & vé phai c6 dang
n
> an—iby
k=0

13 hé sb clia 2™ trong khai trién ctia A(z) - B(x) v6i

= (q)m im

m(m 1)/2

Tu (2) ta suy ra A(z) - B(z) = 1. Tu day va tu (1), ta suy ra

e
> = e @

Va (3) cling duge goi 1a dong nhat thitc Euler.

3. Pong nhét thic Jacobi vé tich bodi ba

Dong nhat thitc Jacobi vé tich bdi ba 14 mét ddng nhit thitc ndi tiéng c6 nhidu
tng dung dep de.

(Dong nhat thitc Jacobi vé tich boi ba) Cho ¢ va 2z 1a cdc s6 phiic véi |q| < 1.
Khi d6 ta cé

o0 [ee]

Z quzj _ H (1 + quj_l)(l + Z—quj—l)(l o q2j)_ (1)

j=—00 j=1

C6 rat nhiéu cich chitng minh cho dong nhat thitc nay. Dudi day ching toi
trinh bay cach chimg minh ctia Andrews Thay ¢ béi ¢? trong (1), ta dugc

o k(k—1)

H (1+2¢*72) = Z a 5 z*. (2)
k=1 k=0 (q )k
Trong (2), lai thay = béi xq, ta ¢
k2
H (1 —l—:cq% 1) — Z q I’k. (3)
k=0 (q )k

Chi § 1a
1 _ 2m+2k

oo
) [
(qz)k m=1 1- q2m
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Ta c6 thé viét (3) lai dudi dang

o0 1— 2m+2k 5
H (].—|—(Eq2k 1 Z H k I’k
k=1 k=0m=1
> 1 > 2
—_ - (1 _ q2m+2k)qk $k
m=1 1= q2m k:ZO
= 2
_ 2m+2k k=, k
=1l = STl )d¥
m:l " k=0m=1

2m Z H 2m+2k)qk2 k

k=—ocom=1

I
,’:18

3
ﬂ

0 day, trong budc cudi cling ta da sit dung su kién
e 2
H el e
m=1
véi moi k < 0. Tu day suy ra
o0 [e.e] o0 5
H 1—|—xq2k 1 _q2k) _ Z H (1_q2m+2k>qk LL’k (4)
k=1 k=—ocom=1

Trong (2), thay = bai —¢?**+2, ta c6

O 2m+2k — qu2+l+2kl
H(l—qm+ )ZZ(—UW
m=1 =0 )

Thay biéu thitc nay vao vé phai ctia (4), ta dugc

00 . 1 ) . 12+l+2kl
H + xq Z q :1: Z )
k=1 k=—o0 l
o0 i ) q(k+l)2
k=—o00 =0 ( )
5
l
i i g+ bt (=q/z)
1=0 -0 (q2)l
e 1

O budc cubi ta st dung (3) dé suy ra

Z =11 Hx——1q2m1'

=0 m=1

Tit (4) va (5) ta suy ra dong nhat thitc Jacobi.
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Trong dong nhat thitc Jacobi, xét cic truong hop dic biét:

e z =1 thi ta dugc

i ¢ = lo_o[ (1+¢¥ (1 - ¢¥). (6)

j=—o0

e z = q thi ta dugc

w .2 . m . . .
Yo =110+ +¢7 )1 -¢Y)
p—— j=1
o N ‘ (7)
=2]] (1 +¢7)°(1 - ¢¥).
j=1
e z = —1 thi ta dugc

o) o0

o o .
> () =T a=-g" ) (1)
j=—o00 j=1
Chua y
ﬁ(l_QZj—l):ﬁ(1—(]2]‘—1)(1‘—(]23'):10—0[ 1qu | :ﬁ L
j=1 j=1 1—q% i (1-¢)(1+¢) o ltd
(8)
Thay vao ta dugc
s i X1 — ¢ 0
_1)i 0% =
,_Z<1>q T_[qu (9)
J=—00 j=1

4. S6 cach biéu dién n dudi dang tdong binh phuong
ctia hai sé nguyén

Dinh 1y Fermat-Euler vé tong hai binh phuong 1& mét trong nhitng vién ngoc
quy ctia Ly thuyét s6. Dinh 1y nay khing dinh sb nguyén t6 1é p bidu dién dugc
dudi dang tong binh phuong ctia hai s6 nguyén khi va chi khi p = 1 (mod 4).
C6 nhiéu cach chitng minh cho dinh 1§ nay nhu cich sit dung phuong phap
xubéng thang ctia Euler, c¢6 cich st dung dang bac hai ctia Lagrange, cach sit
dung s6 nguyén Gauss ctia Dedekind, céc st dung dinh 1§ Minkowsky vé thé
tich (thuc chat 1a dién tich) hay céch chtimg minh “mot dong” clia Zagier chi
diing mét phép bién ddi. Va con mot cach nita, thong qua bé dé Thue va thuét
toan Euclid mé rong, khong nhitng chtmg minh su ton tai ma con chi ra cach
tim @ va b sao cho p = a? + b? véi p 1a s6 nguyén t6 dang 4k + 1.
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Tit dinh 1y Fermat-Euler v hing déng thiic quen thudc (a? + b?)(c? + d?) =
(ac+bd)? + (ad — be)? ta c6 thé md ta duge tit ca cac s6 nguyén duong n bicu
dién dugc dudi dang tong ctia hai binh phuong: P6 sé 1a cic s6 ma trong khai
trién chinh tic ctia né thanh tich ctia cic sb nguyén t6, céc udc sb6 c6 dang
4k+3 c6 s6 mil chan.

Tat ca cac két qua dep dé nay, tuy nhién, chi 1a hé qua kha hién nhién ciia dinh
Iy Jacobi vé tong ctia hai binh phuong duéi day:

Pinh 1y 3  (Dinh ly Jacobi vé hai binh phuong) V6i méi s6 nguyén duong n, goi ro(n) 1a
s6 cach biéu dién n thanh téng binh phuong cia hai s6 nguyén. Khi d6 ta cé

ro(n) =4 ( > 1— > 1)

din,d=1 (mod 4) d|n,d=3 (mod 4)

Duéi day, ching ta trinh bay chimg minh ctia M.D. Hirschhorn cho két qua
déng kinh ngac nay.

Trong (1), thay z b&i —z2¢ ta suy ra

[ee] [ee]
[T -2 a1 = g¥) = 30 (~1)¢/Ha™,
=1 j=—00
Lai thay ¢ béi ¢ thi ta dugc
[[a-2*)a—a2d H )= > (—1YgutD/2,
j=1 j=—00
hay 13
Q-2 ) J[=2*d)1—22)1—¢) = Y (1)U,
J=1 j=—00
T @6 suy ra
o0 . . o0
(-~ H (1—2°¢)(1—2%¢)1—¢') = Y (~1)a® Utz (1)
Jj=1 k=—o00

Téch riéng téng v6i j = 2n va j = 2n — 1 & vé phai cta (1), ta dudc

o0 o0
(:(:—x H 1 —3? q 1 —x_ij)(l . q Z x4n+1 2n?+4n_ Z x4n 1 2n -n
j=1 n=—00 n=-—00
< N 2 > n n?
Ap dung dong nhat thitc Jacobi cho Z (z'¢)" (¢®)" ta dugc
n=—oo

Z x4n+1 2n2 +n_xH 1—|—I4 4An— 1)(1+x74 4An— 3)(1_q4n).

n=—oo
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Tuong tu

oo
Z x4n—lq2n2—n - H +$4q4n 3 (1 +m—4q4n 1)(1 _ q4n).

T dé
(z —x~ Hlfxq )(1—¢%) a:H (1+ 2zt H(1 +22¢*" 3 (1 — ¢*)
j=1 n=1

o0
IH 1—|—$4 4n— 3 (1—|—£E 4 4n 1)(1—(]4”).
n=1
Lay dao ham hai vé roi thay z = 1 vao ta dudc

00 n—3 An—1
nl;[l(l—q H(1+q4n DL +q" ) (1 - (1_42 <1+q4n 3 l_il_qéln—l))'

n=1 ( )
2
Chu ¥
s 3 s 3 4
ITa- ")’ —H(l—q Y =] A=) 1= (1 +q").
n=1 n=1
(Vi do theo (8) thi J] (1+¢™)(1—¢"""")=1).
k=1
Va
oo o0 o0
ITa+e¢"Ha+q"?) =J[[a+Ha -+ =] 1=+,
n=1 n=1 n=1
nén ding thitc (2) ¢6 thé viét lai thanh
O 2 2! B gt
1_[1[(1_(] )(1 ) 42 <1+q4n 3 1+q4n1>' (3)

Thay ¢ bi —q ta dugc

8

q

n—3 dn—1
e s (PO )

n=1

Theo hé¢ qui (6) ctia dong nhéat thitc Jacobi thi vé trdi ctia (4) chinh la

2
fe'e) o
( Z qu) va nhu viy bang Z r2(n)q". So sanh hé s clia qn trong déng
k=—o00 n=0

thic

o

4n—3 q4n—1
ZOTQ( _1+4Z< 3 1= 4n1>’

ta suy ra két qua ctia dinh 1y (1).
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5. Pinh 1y Jacobi vé téng ctia bén binh phuong

Tuwong tu nhu trudng hop dinh 1y Fermat-Euler vé tong hai binh phuong, dinh
Iy Lagrange vé tong ctia 4 binh phuong (dinh ly khang dinh rang mét sb tu
nhién bat ky luén bicu dién duge dudi dang tong ctia bén binh phuong) ciing c6
nhidu céch chting minh khac nhau. Dé 1a céch cd dién ctia Lagrange (sit dung
phuong phap xudng thang) hay cach dung sé6 nguyén Hurwitz. Dinh 1y Jacobi
vé bén binh phuong cho chiing ta sé cach biéu dién nhu vay. Cu thé la:

Pinh Iy 4  V6i méi s6 nguyén duong n, goi 74(n) 1a s6 cach bicu dién n thanh téng binh
phuong ciia bén s6 nguyén. Khi d6 ta cé

ra(n) =8 ( Z d) .
d|n,d#0 (mod 4)

Céach chtmg minh dudi diy cling thuéc vé M.D. Hirschhorn, dugc dua ra vao
nam 1987. Xuat phat tit (1), ldy dao ham theo x hai vé rdi cho x = 1, ta dudc

o0 1 o0
k=1 k=—00
Binh phuong hai vé ta thu dudc
oo 1 oo
LL=ar=g 2 07ems e 1)/,

Téch tong vé trai thanh tong véi m +n =0 (mod 2) vam+n =1 (mod 2) ta

dugce
O 6
[[a-d
k=1

1 = (m24n2+m+n)/2 = (m24n2+m-+n)/2
=7 > (2m +1)(2n + 1)g - > (2m +1)(2n + 1)gq
m,n=—0co m,n=—00
m+n=0 (mod 2) m+n=1 (mod 2)

Trong tong thit nhat dit
= §(m+n), s=—(m—mn),
va trong tong thit hai dit

1 1
rzi(m—n—l), s:i(m+n+1),
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thi hai tong néi trén lai hop lai thanh

ﬁ G- =1 S (@ - @ttt

r,8=—00

[\)

Tiép tuc tach tong vé phai

ﬁ(l_q _ (Z Z (2T’—|—1)2 r+7"_ i qr2+r i (28)2q32>

k=1 §=—00 r=—00 r=—00 S§=—00
1 oo
(Z ¢ x ( 1+4q Zq = 3 g x( Zq)
Ap dung céc hé qua (6), (7) clia dong nhat thiic Jacobi ta c6
- 6 15 2k— 1 A= 2k
(1—4¢5 5H 14?11 — ¢?) x 1+4qd— H1+q —q°)
k=1 k=1 i
1 = 2 s
-5 H1+q 2 H 21 lfq%).

Stt dung cong thirc tinh dao ham cua tich, ta dugc

9] 9] 9 9 o0 quQk
[T-a" =TL 0+ 1)1 +¢*) (1) 1+82 oA
k=1 k=1 1 + q il
2 k 2%—1 — 1)g*! o 2kt
_H(1+q2k) (1-¢*")(1+q ) ( Z T g2k—1 _42 2k |
k=1 k=1 1 Ta 1
Hay 1a
0 0 9 2]€ _ 1) 2k—1 qu2k
1—¢" 1+ 21— 221+ ¢ -8 — .
]}1 ( 1;[ ) ( Z 1+ qQk: 1 14 q2k

Chia hai vé ctia déng thiic cho

o0
1.2 2 2
IT-d0+¢ —H(1+q2’“ D1+ )71 -
k=1 k=1

Ta duge

i -\ 82 (2k — 1)g2k—1  2kg?
1+qk - 1+q2k 1 1+q2k :

k=1

Ap dung hé qua (9), ta dugc

4
1+q2k 1 1+q2k :

j=—o00
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Thay ¢ bi —q thi ta dugc

_ 1)q2k71 0 qu2k

4
S ) =1esy BEEDET gy B
q = — k1 2%
= l-a - lta

Jj=—00
=1+8§:M+8§:M—8§: 2kg*" — 2kg*"
= 1— q2k71 1— q2k 1— q2k 1+ qQk

k=1 k=1
0o k 00 4k
kq 4dkq
=148 — =8 —_—.

4
0 k
(Z qu) —1+8 Y kq -

j=—o00 k#0 (mod 4) 1-q

T day dinh 1y duge chiing minh.

[1] Euler’s identities and Jacobi Triple Product Identity:
https://cpb-us-w2.wpmucdn.com/blog.nus.edu.sg/dist/2/3912/files/
2014/10/Chapter9-20ycqjr.pdf

[2] M.D. Hirschhorn, A simple proof of Jacobi four squares theorem, The American
Mathematical Monthly, March 1987.
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PO1 NET VE PUONG THANG EULER TRONG LICH SU
HINH HOC SO CAP VA TRONG MOT SO BAI TOAN
OLYMPIC

TRAN QuUaNG HUNG

Gidi thiéu. Duong thang Euler, duge ddt theo tén clia nhd todn hoc Leonhard Euler, la mét duong
thdang ddc biét trong hinh hoc cta tam gide. Puong thdng ndy dude zdc dinh ti tam gide bat ki
khong deu va di qua cdc diém quan trong trong tam gidc nhu truc tam, tam duong tron ngoai tiép,
trong tam, va tam cta duong tron chin diém.

A

B C

Hinh 1. Hinh minh hoa duong thing Euler ndi truc tam H, trong tdm G, tAm duong tron ngoai tiép O cla
tam gidc ABC.
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1. Md& dau

Nam 1765, Euler (xem [1]) da chiig minh rang trong mot tam gidc, cdc diém
dsc biét nhu truc tdm, tAm dudng tron ngoai tiép, trong tdm va tam dudng
tron chin diém luén thang hang trén mot dudng goi 14 dudng thing Euler.
Trong tam gidc déu, bén diém nay trung nhau, nhung § cic tam gidc khéc,
chiing tach biét va chi can biét vi trf clia hai trong s6 bén diém nay ciing c¢6 thé
xéc dinh duge dudng thing Euler. Ngoai bén diém ké trén, mot sb diém dic
biét khac nhu diém de Longchamps, diém Schiffler va diém Exeter ciing thudc
dudng thing nay. Tuy nhién, tam dudng tron noi tiép va cc tim dudng tron
bang tiép chi nim trén duong thang Euler trong trudng hop tam gidc cén.

Puong thing Euler 14 mot trong nhitng kham phé quan trong nhat trong hinh
hoc s6 cap, md ra nhiéu huéng nghién ctu sdu rong vé sau. Khong chi gisi han
trong hinh hoc phéng, duong thzing Euler con xuat hién trong hinh hoc khéng
gian, noi né lién két céc diém dic biét cia mot & dién. Hon thé nita, khai niém
nay da dudc md rong sang ca da gidc va khong gian nhiéu chiéu, thé hién su
phd quét va tinh chat dbi xing dang kinh ngac ciia né.

Sy ton tai ciia dudng thing Euler 1a minh chimg r6 rang cho vé dep vi su hai
hoa trong hinh hoc. Ngay cd trong mot hinh don gidn nhu tam gidc, van c6
nhitng dinh 1y va mbi quan hé bat ngd dang chd dgi duge kham phé. Véi nhitng
tinh chit vA tng dung phong phi, dudng thing Euler chic chin sé tiép tuc 1a
mot chii dé nghién cttu quan trong trong hinh hoc trong nhiéu nam téi.

Tit khi duge phét hién, dudng thing Euler da thu hit su quan tdm ciia nhiéu
nha toan hoc qua cic thai ky. Giai doan hoang kim ctia nghién cttu hinh hoc
so cap dién ra vao cudi thé ky 19 va dau thé ky 20, khi nhiéu cong trinh quan
trong trong linh vic nay dudce cong bd. Tuy nhién, sang thé ky 20, nghién ctu
hinh hoc so cap dan suy gidm, nhudng chd cho su phat trién manh mé ctia toan
hoc hién dai. Trong thdi gian gan dy, v6i su ra doi ctia Forum Geometricorum,
céc nghién ctu vé dudng thang Euler lai ¢6 co hoi phat trién manh mé tré lai.

Ban than tac gia bai viét nay cling da thuc hién hai nghién citu quan trong
lién quan dén duong thing Euler, trong d6 c¢é céc két qua vé su két hop cta
dudng thing Euler véi ty sb vang trong tam gidc déu va trong hinh chit nhat
vang (xem [2, 3]).

Khong chi xuét hién trong céc céng trinh nghién ctu, duong thing Euler con
1a mot chti dé quen thudce trong cdc ky thi Olympic Toan hoc (xem [4]). Trong
phan tiép theo, chiing ta sé cling phan tich mot bai toan Olympic tiéu biéu c6
lién quan dén dudng thiang Euler.

2. Bai thi chon d6i tuyén Pai Loan nam 2017
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Nam 2017, trong ky thi chon déi tuyén Dai Loan (Taiwan TST) c6 mot bai
toan thi vi lién quan t6i duong thang Euler duge dé nghi bsi Telv Cohl nhu
sau (xem [9])

Bai toan 1 (Taiwan TST 2017). Cho AABC wvd ba diém D, E,F sao cho
DB =DC, EC =FEA, FA=FB, /BDC = L/CEA = ZAFB. Cho Qp la
duwong tron c¢é tam D di qua B, C va tuong tu vdi Qp, Qp. Chitng minh rdng
tam ddng phuong cia Qp, Qp, Qp ndm trén dudng thdng Euler cia ADEF.

Loi gidi dudi day 1a ctia téc gid tim ra va c6 st dung né trong cic ky tap huan
HSG trén ca nudc, tac gia cung da dang & [9].

Hinh 2. Minh hoa bai todn Taiwan TST 2017 va 16i giai.

Lot ciir | (Xem hinh 2). Céc dudng tron Qp, Qp c¢6 chung diém A nén dudng thing
qua A vuong géc dudng ndi tdAm EF chinh 13 truc ddng phuong cltia Qp, QF.
Tuong tu thi duong thing qua B vuong géc dudng ndi taim FD chinh 1
truc déng phuong ciia Qp, Qp, va dudng thing qua C vudng géc dudng ndi
tam DFE chinh 1 truc ding phuong ciia Qp, Qp. Do d6 cdc dudng vudng goc
qua A, B, C tuong ting dén EF, FD, DE, dong quy tai K chinh 1a tAm dz@mg
phuong ctia cip duong tron Qp, Qp, Qp. Ching ta sé chimg minh rang K
nam trén dudng thang Euler cta DEF bing cich st dung toa do tripolar
(xem [10]) ctia duong Euler, diéu nay twong duong véi

(DE2 - DFQ) KD? + (EF2 - EDQ) KE® + (FD2 - FEQ) KF2 =0
— DE? (KD2 - KEZ) + EF? (KE2 - KF2) + FD? (KF2 —_ KDZ) -
— DE? (CD2 - C’EZ) L EF? (AE2 - AF2) 1+ FD? (BF2 _ BDZ) -0

— DE> (xz - y2) L EF? (y2 - 22) + FD? (z2 - x2) — 0.

197



Tap chi Epsilon, S6 25, 2/2025

bat
/ZDBC = /ZDCB = /ECA=/EAC = /FAB = /FBA =90,
BC =a,CA=0b,AB =,
va
DB=DC=—" o BO—FA=—" _y FA-FB-_° _,
2cos 2cosf 2cosf

Ap dung dinh luat cosine thi
EF? = y? + 2% + 2yz cos(A + 20),

va tuong tu véi FD, DE. Chiing ta can chiing minh rang

(47 O+ ) (2 7)o (74 e 20) (=)
+ (22 + 2% 4+ 2z cos(B + 20)) (z2 - 3:2) =0 5
— ay (x2 - yz) cos(C +20) + yz (y2 - 22) cos(A+20) + zx <22 - x2) cos(B+20)=0

9 9\ cos(C +20) 9 9\ cos(A+20) 9 9\ cos(C+20)
<:>ab(a _b)icos‘lé’ —|—bc(b _0)7(:0549 +ca(c _a)icos‘lﬁ =0
<= ab (a2 - b2) (cos C cos 260 — sin C'sin 26) + be (b2 - 02) (cos A cos 26 — sin A sin 260)+

+ ca (02 - a2) (cos B cos 20 — sin Bsin20) =0
< cos26 ((a2 — 03 (a® + b — )+ (b — A + 2 —a?) + (¢ — a®)(* + a* — b2)) -

b
— sin 260 (a};(a2 —V+E -+ P - a2)) =0.

Dé thay cudi cling ding, chiing ta da hoan thanh ching minh. O

3. Mot sb bai toan khac vé dudng thing Euler trong
nghién cttu va thi Olympic

Céc bai todn nay chit yéu dude tac gid suu tap trong [2, 4-7].

Bai toan 2 (G5 IMOSL 2016). Cho D la hinh chiéu ciia dinh A trén dudng
thdng Euler ctia tam gidc nhon khong cin ABC. Pudng tron (S) di qua A
va D cdt lai AB, AC lan luot tai X, Y. Goi P la chin dudng cao ha tit A.
M la trung diém BC. Chitng minh rang tam duong tron ngoai tiép tam gidc
SXY cdch deu P va M.

198



Tap chi Epsilon, S6 25, 2/2025

Bai todn 3 (Antreas Hatzipolakis). Cho tam gidc ABC va diém P bat ky.
Chitng minh ring dudng thing Fuler cia cdc tam gide PBC,PCA, PAB
dong quy khi va chi khi duong néi A, B,C vd cdc tam ngoai tiép tam gidc
PBC,PCA,PAB dong quy.

Bai todn 4 (Antreas Hatzipolakis). Cho luc gidc ABCDEF déu va
diém P bat ky. Ching minh ring duong thing Euler cta cdc tam gidc
PAC,PBE, PCF dong quy.

Bai toan 5 (Buratino). Cho ABC la tam gidc cé tam ngi tiép I. N la tam
duong tron chin diém cia tam gidc IBC. K la tdm duong tron ngoai tiép
tam gidgc NBC. L ld hinh chiéu cta K trong dudng thang BC. Ching minh
duong thang NL song song vdi Euler cta tam gide ABC.

Bai toan 6 (Buratino). Cho tam gidgc ABC' ¢6 trong tam G. D, E, F la tam
duong tron ngoai tiép cdc tam gidgc GBC,GCA,GAB. X,Y,Z la trong tam
ctia cdc tam gidc DBC,ECA,FAB. Ching minh rdng trong tim cia tam
gide XY Z ndam trén duong thang Euler cia tam gide ABC.

Bai todn 7 (Buratino). Dung ra ngodai mot tam gidc ba hinh vuéng. Ching
minh rang tam ddng phuong cia cdc duong tron ¢é duong kinh la canh cdc
hinh vudng bén ngodi tam gidc (khong ké canh tam gidc) nam trén duwong
thang Euler clia tam gidc tao bdi trung diém cdc canh dé.

Hinh 3.
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Bai toan 8 (Zhao Yong). Cho tam gidac ABC' ¢6 tam gidc Morley la XY Z.
Chitng minh ring duong thing Euler cia cdc tam gide AY Z,BZX,CXY
dong quy (X (5390)).

4. Két luan

Hién nay, ranh gidi giita mot nghién ctu hinh hoc so cAp va mdt bai toan
Olympic ngdy cang tré nén md nhat do su xuat hién day diac va déi khi cé
phan "hdn loan"clia céc bai todn hinh hoc phing. Tuy nhién, theo téi, van ¢
nhitng tiéu chi dé phan biét hai khai niém nay.

Mot nghién citu hinh hoc so cap thudng mang tinh dinh huéng, thic day su
phéat trién ctia linh vuc, dao sdu vao cdc van dé kinh dién, c6 nén tang ly
thuyét vitng chic va thu hit su quan tAm ctia nhiéu chuyén gia. Ngudc lai,
todn Olympic thudng tap trung vao cdc ky thuat gidi bai nhanh, doi héi su
nhay bén, tu duy sing tao nhung d6i khi ning vé meo muec. Déc biét, cdc bai
toan nay thudng cé hinh vé phitc tap, can dung thém hinh phu dé tim ra 15i
giai, va it khi tré thanh déi tugng nghién citu ctia gidi chuyén mén.

Theo t6i, hinh hoc so cap Euclid nén tap trung vao hai dinh huéng chinh: phuc
vu gido duc va thic day nghién ctu, thay vi tré thanh mot cong cu dé thoa
man ca nhan. Trén mang xa hoi, toi bat gip khong it dang toan "ché bién"mot
céch vo toi va, bién hinh hoc thanh moét mé hén don chi dé théa man sé thich
c4 nhan, ma khong mang lai gi4 tri thuc tién cho todn thi, gido duc hay nghién
cttu. Nhitng dang bai nay khong nhitng khong gitip ngusi hoc phét trién tu duy
toan hoc ma con c6 thé tao ra sy léch lac trong cach tiép can hinh hoc. Vi véy,
viéc chon loc k¥ ludng nhitng tai liéu, bai todn c6 gia tri 1a diéu can thiét trong
béi canh hién nay, dé tranh bi cuén vao nhitng xu huéng v nghia va tap trung
vao nhiing gi thuc su c6 ich.

LJi cAm on

Bai viét nay dugc t6i hoan thién va bo sung thém tit bai gidng cho truong Pong
& Khoa Toian-Co-Tin hoc cudi nam 2023. Téi xin dudc néi 165i cdm on chan
thanh t6i Khoa Todn-Co-Tin hoc cia PHKHTN-DHQGHN noi da uom mam
dao tao t6i, noi dua dudng chi 16i cho nhitng budc di dau tién clia toi trong
Toan hoc.

Tai licu

[1] Leonhard Euler,
https://mathshistory.st-andrews.ac.uk/Biographies/Euler/.
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TV PE THI SHARYGIN 2018 PEN BAI 3A, VMO 2025

L# Putc LU (TRUONG DH KHOA HOC TU NHIEN, DPHQG-HCM)
TRUONG TUAN NGHIA (ENS PARIS, PHAP)

Giéi thiéu. Trong ky thi VMO 2025 wia qua, bai todn 3a da khién khong it thi sinh phdi vat vd
dé tiép can, tham chi la cdc ban hoc hinh bai bin. Nguyén nhan chinh la do mé hinh la vdi nhiéu
diém xdy dung cdé vé khong duge tu nhién. Qua tim hiéu vd khai thdc cdc cdch tiép cin, ching toi
dd tim ra mot moi lién hé hét sic thi vi gitta bai todn ndy va mot bai trong dé thi vong Final cia
ky thi Sharygin nhiéu nam trudc. Mong rang qua cdc phan tich bén dudi, ban doc sé cé thém gdc
nhin mdi mé, bat ngo va it ra dudc cdc kinh nghiém bo ich.

0 ddy, chiing téi tap trung phan tich vé bai Sa, con bai 8b thuc su khéng cd lién hé ndo vdi bai 3a
nay va no lai la mot cau chuyén khdc.
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Bai toan 1

L3I GIAI

1. Cac bai toan lién quan

Trude hét, ta phat biéu bai toan trong dé thi khéi 9, vong Final ky thi Sharygin
2018 clia tac gia A.Mudgal, An Dé:

Cho day cung BC cb dinh ctia dudng tron w va diém A thay déi trén cung
16n BC. Goi Hla truc tAm clia tam gidc ABC va céc diém D, E lan luot
thuoc AB, AC. Goi O4 1A tAm dudng tron ngoai tiép tam gidc AXY. Chitng
minh rang cic diém O4 tuong tmg luén di chuyén trén duong tron c¢b dinh.

Bén duéi 1a 2 cich gidi, cach dau tién 14 clia téc gid, rat an tugng khi xay dung
duge cac diém cb dinh trén BC:

CAcH 1. bat ZBAC = 90° — « 1a ¢6 dinh, goi O 1a tdm clia w. Goi P,Q

lan luot 1a trung diém ctia AD, AE. Trung truc AD, AE lan lugt cat BC tai
R, S. Ta thay HQ la dudng trung binh clia tam gidc ADE nén HQ || AB.

Tu do6 co

ZOHQ = 90° vi ZQCH = 90° — ZCQH = a.

Ta biét rang H di chuyén trén dudng tron cb dinh, d6i xtmg véi w qua BC,
dat 1 T. Ma §2 = L khong ddi nén Q s& thuoc dudng tron I'y 1a dnh clia

I" thong qua phép vi tu quay tam C, goc a va t§ sd

cosa’

Chu ¥ rang ZOCB = a nén tam cia I'; sé thudoe BC, va 1a diém cb dinh.
Hon nita, ta c6 ZCQS = 90° nén C'S chinh la dudng kinh cta I'y. Do do,
diém S 13 ¢6 dinh. Chimg minh tuong tu thi R ¢6 dinh. Cudi cung, chi ¥
rang O4 = PRN QS va ta tinh dugc ZRO4S = 90° + a nén O4 sé thudc
cung chita géc ¢b dinh dung trén RS. O
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Tiép theo 1a cdch ctia ban Nguyén Minh Khang, cuu HS chuyén Tin PTNK,
thi sinh thi truc tiép tai Nga.

Lor ciat | CAcH 2. Theo dinh 1y con buém, 4p dung cho dudng tron dudng kinh BC
thi ta dé dang c6 HM 1 DE. Vi thé nén Oy € HM.

A

Hon nita, 1dy AA’ 1a duong kinh ciia (O) thi ciing ¢6 H, M, A’ thang hang. Vi
AH, AO dang gi4c trong géc ZBAC, ma AH 1 trung tuyén ctia ADFE nén
AA" 13 dbi trung ctia ADE. Ma A’ thudc trung truc cia DE nén A’ chinh 1
giao diém hai tiép tuyén ctia (O4) & D, E. Do d6

ZOpsDA = ZOAEA = 90°.
Mat khéc, theo tinh chat géc & tAm thi ZDOAE = 180° — ZBAC nén tam
gidgc O4 DA’ luon c¢6 “hinh dang” c¢b dinh khi A thay doi.

Vi DHL1O4A’ va M 1a trung diém ciia HA' nén suy ra 2194 =k c6 dinh.
Ma A’ di chuyén trén (O) nén tit d6, ta thay rang O sé thudc duong tron
¢ dinh, 13 4nh ctia (O) qua phép vi tu tdm M, ty sb k. O

Tiép theo 1a mot bai toan duge ddi moé hinh tit Bai toan 1 & trén, cb trong dé
chon doi tuyén QG ctia PTNK niam 2018. Ban doc ¢6 thé tu kiém chiing duge
tinh chat tuong duong nay.

Bai toan 2 | Cho tam gidc ABC nhon ndi tiép dudng tron (O) véi B,C c¢b dinh va A di
dong trén (O). D la trung diém BC. Trén AB lay cac diém M, P va trén AC
lay cic diém N, Q sao cho DA = DP = DQ, dong thdi DM | AC,DN L
AB.

a) Chting minh rang céc diém M, N, P,Q ciing thudc mot dudng tron (C)
va (C) ludn di qua mot diém cb dinh.

b) Chimg minh rang tdm cta (C) luén thudéc mot dusng tron cb dinh.
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L3I GIAI

Dé thay tam gidc AMQ can tai M nén

180° —2/A  180° — ZPDQ
2 o 2

/DMQ = /DMA=90° — /A = — /DPQ,

Do d6 tit gidc M PDQ noi tiép. Chitng minh tuong tu, ta cé tt gidc QN DP
ndi tiép nén M, N, P,Q ciing thudc mot dudng tron (C), va (C) ludn di qua
diém D cb dinh.

Goi KB, KC 14 hai tiép tuyén ctia (O). Ta ¢6 D, K, O thang hang, lai cé:

/ZBKO =90° — ZBOK =90° — Z/BAC = /BMD

A

Tit d6 tt gidc BDKM nbi tiép. Pé § rang KD L BC nén KM 1 AB, hon
ntta DN 1 AB nén KM || DN. Tuong tu thi KN || DM. Do d6 DMKN la
hinh binh hanh hay DK, M N c6 J 1 trung diém chung.

Goi I 1a tam ctia (C) thi IJ L MN va JL | AD. Chi ¥ rang D la tam
(APQ) va ciling 13 true tAm tam gidc AMN nén PQ, M N 1 hai duong do6i
song. Pong thoi néu L 1a trung diém AD thi JL vudéng géc véi dudng ndi
hai chan ducng cao tov M, N cua tam gidc AMN nén JL 1 PQ. Lai c6
DP=DQvaIP=1Qnén ID | PQ,dod6 JL || DI.

Tt day IDLJ 1a hinh binh hanh va IL,DJ c6 T la trung diém chung cb

;1 2
dinh. Xét phép vi tu tdm D ti so 3 hop v6i phép doi xttng tdm T thi A — 1.

Do A thudc dudng tron (O) c¢b dinh nén I ciing thude dudng tron ¢ dinh 1a
anh ctia (O) qua hdp céc phép bién hinh trén. O
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Khai thac dudng tron cd dinh da néu & trén, ta cé tinh chat thd vi nhu sau:

Bai toan 3 | Ky hiéu cdc diém nhu Bai todn 1, chimg minh ring dudng tron cb dinh cit
(O) tai X,Y ma X,0,Y thing hang.

Bai todn nay c6 thé gidi bang céch khai thac tinh chit ciia phép vi tu da néu
G cach 2 nhu sau:

Lot gial | Goi R 1a ban kinh ctia (O) va (1) 1a dudng tron ¢ dinh qua O4. Ta thay
XY chinh 14 truc ding phuong ciia (0), (I). Do d6, can chting minh rang

Posiry = Poyjo) = —R? hay 10%* — I0%4 = —R%.

Theo cach 2 & bai 1, qua phép vi tuthi A’ — O4 va O — I. Do d6 O41 || OA'.
Dén day, dat ZBAC = f3 thi ta tinh dudc

104 MO, | 2HO,4

on = A = T A =1+ 2cot?p
nén 104 = R(1+2cot?B). Tuong tu ta tinh duge OI? = 4R? cot? 3(1+cot? j3)
nén
10% — OI% = R(1 + 2cot?)” — 4R2 cot? B(1 + cot?B) = R2.
Tt d6 ta c6 diéu phéi chiing minh. Ol
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Bai toan 4

L3I GIAI

Nhén xét. Ngoai cich trén, ta con moét cach tiép can thd vi khic nhu: Ké
BB',CC’ 1a dudng kinh ciia (O). Tiép tuyén tai B’,C’ ctia (O) cit nhau § J
va cit BC tai P, Q. Xét phép vi tu tAm J bién B'C’ thanh PQ. Goi T 1a &nh
cia C va JT cat (I) tai K. Khi d6, QT 1a dudng kinh ciia (I). Khi dé thi
J'C" || JC nén JC L OQ nén QO di qua K, tit d6 dé dang tinh duge

Poyn =—-0Q 0K =—-0C-0C' = —R*.

Béy gic ta thit mé rong bai todn trén khi thay truc tdm, tuong Gng véi dudng
tron dudng kinh BC, bdi mot dudng tron c6 dinh nao dé di qua B, C. Cach
mdé rong nay cing hay dudc 4p dung trong viéc sang tao cac bai todn méi. No6i
dung cu thé nhu sau:

Trong mit phang, cho hai dudng tron (O), (0') ¢b dinh va cit nhau tai cac
diém B, C sao cho O, 0’ nim cling phia so véi BC. Xét diém A di dong trén
(O) sao cho tam gidc ABC nhon, khong can va AB, AC theo thtt tu cat (O)
tai D, E. Goi I 1a giao diém ctia BE,CD va tia O'I cit (O) tai K. Pudng
thang qua I, song song v6i AK cit AB, AC lan lugt tai R, S. Goi G la giao
diém hai tiép tuyén ciia dudng tron ngoai tiép tam gidc ARS.

1. Chting minh rang phéan gidc cia ZIAG ludén di qua diém cb dinh khi
A di dong trén (O).

2. Chting minh rang tdm dudng tron ngoai tiép ctia tam gidc ARS luén
di chuyén trén mot duong tron ¢ dinh khi A di dong trén (O).

1) Ké DE cit BC tai T thi 4p dung dinh 1y Brocard cho tit gidc toan phan
BCDE.AT, ta ¢6 AK1IO'. Vithé nén IO’ LRS. Chii ¥ rang

A(TI,BC) = -1 = A(KI,RS) = —1,

ma AK || RS nén I 13 trung diém ctia doan RS. Do d6, IO’ 1a trung truc
ctia RS va néu goi J 13 tAm ngoai tiép tam gidc ARS thi J, P € IO’

Vi AG 14 dbi trung trong tam gidc ARS nén AI, AG ding gidc trong goc
RAS, ciing 1a ZBAC. Vi thé nén phan gidc ctia ZIAG ciing chinh 1a phan
gidc ZBAC nén sé di qua trung diém cung BC ctia (0O), 1a diém cb dinh.

2) Goi L 1a diém d6i xtmg véi I qua trung diém M ctia BCthi BICL 1a hinh
binh hanh. Bién déi géc, ta dudc

/ABL = /ZACL = LZAEI = ZADI
nén hai t gidc I, L 13 hai diém tuong ting trong cip tam gidc dong dang
ADE, ABC. Tut d6 c6 AI, AL ding gisc va A, G, L thing hang.

Goi P la giao diém hai tiép tuyén ctia (O') tai B,C thi P ¢6 dinh. Vi BC la
déi cuc ctia P va né di qua T nén doi cuc cia T, chinh 1a AI sé di qua P.
Gia sit AL cat OO’ tai Q vA céc phan giac trong, ngoai ctia goc TAG cit (O)
1an lugt tai U,V thi sé c6 U, V, P,Q thing hang va (PQ,UV) = —1. Chi ¥
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rang P,U,V ¢b dinh nén Q ciing c¢b dinh.

AL

O/
T Q

P

Tiép theo, xét tam gidc IM O’ ¢6 céc diém G, Q, L thang hang nén theo dinh
Iy Menelaus thi

GO QM LI 1

GI QO LM

Do d6, dé thiy rang GG—OI/ cb dinh. Xét tam gidc JSG vudng tai S c6
1
LSJG = iéSJR = /BAC

c6 dinh nén tj s6 L khong déi. Tit d6 kéo theo tj s6 97 = k khong doi.
Hon nia,

/4BIC =/BDC + LACE = £/BDC + £/BEC — £LBAC

13 khong ddi. Vi thé, I di chuyén trén dudng tron (w) cb dinh va J sé di
chuyén trén (w') 1a 4nh ctia (w) qua phép vi tu tam O’, ty sb k. O

Tiép theo la cich giai khac cho bai toan trén, c6 md rong ra mot tinh chat dic
biét ctia moé hinh, da c6 phét biéu trong Bai toan 3. Li gidi nay ctia ban Pdng
Dinh Trung, SV truong PH KHTN TPHCM:
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Bai toan 5

LOI GIAI

Trong mit phang, cho hai dudng tron (O), (0') ¢b dinh va cit nhau tai cac
diém B, C sao cho 0,0’ nam cung phia so v6i BC (O’ nam gan hon so véi
0). Xét diém A di dong trén (O) sao cho tam gidc ABC nhon, khong can va
AB, AC theo thit tu cat (O) tai D, E. Goi I 1a giao diém ctia BE,CD va
tia O'T c&t (O) tai K. Dudng thing qua I, song song véi AK cit AB, AC
lan luot tai R, S. Chting minh rang tAm dudng tron ngoai tiép ciia tam giac
ARS luén di chuyén trén mot dudng tron (w) c6 dinh khi A di dong trén
(0), ddng thsi O thude truc déng phuong ciia (0) va (w).

Cho JA cit OO’ & L, ké AH1BC va diat Az 1a tia song song véi 10,
Vi IO'LRS nén Az LRS, khi d6 Az, AJ la ding gidc trong ZBAC. Ta ¢6
AH, AO déng giic trong Z/BAC nén

LJAO = ZzAH = Z00']

(do OO’ || AH va Az || 10'), kéo theo LZLAO = ZOO'A’. Tu d6 ta cé
L,A A" O cing thudc mot dudng tron nén

OL-00' =0A-0A" = —R?

v6i R 1a ban kinh ctia (0), 1a ¢b dinh. Vi thé diém L ¢ dinh khi A thay déi.
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Tiép theo, ta xét phép nghich ddo © tdm L, phuong tich LO - LO’. Gia st
Q:J — J'. Ké dudng thang qua O, vudng géc véi OO’ va cit (O) tai X,Y
thi

0X?*=0Y?=0L-00
nén tam gidc LXO', LY O’ lan lugt vuoéng ¢ X,Y. Do d6

LX?=LY?=TLO -LO

nén Q: X - X, Y =Y. ViQ:0 — O nén tt gidc O0'J'J noi tiép, kéo
theo ZOJ'A = Z00"J = £ZJAO nén OA = 0J', do d6 J' € (O). Tu do, ta
thay rang J € (w) 1a &nh ciia (O) qua Q.

Do céc diém L, O, O’ ¢6 dinh nén (w) ¢ dinh, hon nita X,Y bat bién qua Q
nén X,Y € (w). Viy nén XY chinh la truc ding phuong ciia (0), (w) v ta
ciing ¢6 X, 0,Y thing hang. O

Nhéan xét. Qua bai toan trén, ta con thay rang B, C' khéng nhat thiét 1 giao
diém cta (0), (0") ma cé thé 13 mot diy cung thay ddi nao dé nhung luén
vuong goc véi 00’ .

Ta c6 mot bai toin dude xay dung theo cach tong quat nhu trén, cé trong dé
thi chon doi tuyén TPHCM 2019. Ban doc c¢6 thé tham khao:

Bai toan 6 | Cho hai dudng tron (O), (O') c6 dinh, cit nhau & hai diém B, C sao cho O, 0’
nidm ciing mot phia dbi véi dudng thing BC (diém O’ gan BC hon). Piém
A thay d6i trén (O) sao cho tam gidc ABC nhon vi gia sit cdc doan thing
AB, AC cat (O') lan lugt tai D, E. BE cat CD & I va Al cit BC 6 K. Goi
M, N lan lugt 13 giao diém ctia IB véi KD, ctia IC véi KE.

1. Tia O'I cit dudng tron (O) & R. Chimg minh rang AR, M N cit nhau
tai mot diém 7 nim trén dudng thing BC.

2. Chting minh rang khi A thay d6i trén (O) thi dudng phan gidc trong
va duong cao dinh I ciia tam gidc IMN ludn lan lugt di qua cac diém
cb dinh.

Lot gial | 1) Gid sit EF cat BC & T' thi theo dinh 1y Brocard cho tit gidc toan phan
BCEF.AT véi dudng tron (O') ngoai tiép BOEF, ta c¢6 O'IT LAT tai diém
Miquel R'. Mit khac, R' € (ABC) nén R’ = R. Do d6 AR, EF, BC dong
quy 6 T" va (T'D, BC) = —1. Mat khéc, theo dinh 1y Desargues cho hai tam
gidc BMF va CNE thic6 BFNCE=A BMNCN =1, EMNNE =D
va A, I, D 1a thing hang nén EF, BC, MN ddng quy. Vi thé giao diém cia
AR, M N nam trén dudng thang BC.

2) Dé ¥ rang ZBAC, /BEC, ZBFC cung chin cung BC ciia hai dudng tron
(0), (0') nén s6 do ciia chiing khéng ddi. Suy ra

/BIC = 360° — (/BAC + LAEI + ZAFI)

ciing khéng doi.
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Do d6, I di chuyén trén dudng tron tdm J cb dinh. Suy ra phan gidc trong
gbc I clia tam gidc IMN sé di qua trung diém cung BC khong chta I clia
duong tron (J), 1a diém cb dinh.

Tiép theo, do BOEF noi tiép nén EF dbi song trong tam gidc I1BC, kéo
theo I.J 1a dudng ndi tAm trong tam gidc nay sé 13 dudng cao trong tam giac
kia, hay IJLEF. Gi4 st dudng thing qua I, vuong géc véi IT cit OO’ & L
va Iz la tia vuong géc véi BC.

Xét chtm diéu hoa T(AI, FD) v6i I0' LT A (theo cau 1), ta cé
[JLTF,ILLIT,[x1TD

nén theo tinh chat chtim triyec giao thi ta ciing ¢6 (Ix,I.J,IL, 10") = —1. Mat
khic, Iz || OO’ nén theo tinh chat chiim diéu hoa thi J 1a trung diém O'L,
hay néi cich khac L ¢b6 dinh. Cudi cliing, gia sit dudng cao dinh I trong tam
gidgc IMN cat OO’ K. Tt chiim diéu hoa T(EM,IB) = —1, truc giao qua
dinh I, ta ¢6 (IJ,IK,IL,Iz) = —1 nén tuong ty trén, ta ciing c¢6 L la trung
diém JK, dan dén K cb dinh. Vi thé duong cao dinh I trong tam gidc IM N
luén di qua diém K c6 dinh. O
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2. Vé bai toidn 3a, VMO 2025 va mébi lién hé

Trong phan nay, ta sé phan tich méi lién hé gitta cic bai todn da néu va bai 3a
trong dé VMO 2025. No6i dung bai todn nhu sau (tat nhién khong dé dé nghi
dén mdi lien hé nay):

Bai toan 7 | Cho tam gidc ABC ndi tiép dudng tron (O) c6 truc tdim H. Dudng thing
AH cit lai (O) tai D khiac A. Goi E, F lan lugt 1a trung diém cta AB, AC.
Duong thing qua H, vudng géc véi HF cit dudng thing BC tai K. Pudng
thing DK cét lai (O) tai Y khic D. Chiing minh ring giao diém ciia BY v
trung truc ctia doan BK thi nam trén dudng tron ngoai tiép tam gisc OFY.

Trong bai todn 5, néu ta dic biét hod ngugdce lai, cho O trung véi trung diém
BC thi céc tinh chat ctia mo6 hinh trong phép nghich dédo van ding, va ta ciing
khai thac dudc thém vai tinh chit mdi. Ta sé dua vao y nay dé giai bai toin
3a nhu sau:
Lo1 gial | Cho HK cit AB tai L thi ciing theo m6 hinh dinh 1j con budm, ta c6 H
14 trung diém ctia K L. Goi Op 1a tdm clia dudng tron ngoai tiép tam gidc
BKL thi ta cé ngay Op € HF va cling ¢c6 Op thudc trung truc cia BK.

G

Dung G sao cho FO-FG = R? thi theo m6 hinh & Bai toan 5, ta c6 G, B, 04
thing hang. Ta dinh nghia lai diém Y 13 giao diém khic B ctia BG va (O)
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L3I GIAI

thi ¢6 ngay O, F,Y, Op cing thudc mot dudng tron (ciing theo tinh chit ctia
phép nghich ddo & Bai todn 5), vi thé nén Op € (OFY).

Do dé, dé két thic bai toan, ta chi can ching minh Y, K, D théng hang 1a
duge. Ta ¢b

/OFH = Z0YB =90° — %LBOY =90° — ZBDY

nén do tinh déi xting ctia H, D qua AC thi

/BDY =90° - /OFH = /AFH = /BHK = /BDK.

Vi thé nén Y, K, D thing hang va bai todn dugc giai quyét. O

Bai toan nay ciing ¢ nhiéu cach giai khéc, tir rat ky thuat, dung sb phic chang
han, cho dén nhitng cach rat nhe nhang dung tam gidc dong dang. Bén dudi 1a
mot cach tiép cén khéc:

Goi CH cit (O) tai D' va HK cit AB tai L. Khi d6, theo dinh ly Pascal, ta
duge Y nam trén D'L. Goi O’ 1a tAm ngoai tiép tam gidc BLK. Ta sé chimg
minh O’ nam trén BY va (OFY).

Truée hét, theo dinh 1y con buém thi H 1a trung diém KL va theo phép vi
tu quay, ta co

AVLEWOTHHY o Ay ACHIOMAFE ()

dan t6i (VO', VO) = (LK, AC) = (FO', FO) (mod ) nén V, O, O, F

dong vién. Tiép theo ta chi ra VAY C la tiic gidc dicu hoa. That vay, goi BY
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cit (BKL) tai Z, ta c6
AZLKHY o AY ACVTFY

Goi V' 1a dbi xting ctia V qua BA va R 1A truc tAm tam gidc BK L, khi d6
V'H 1a dudng thang Steiner dbi véi tam gidc ABC va V'R 1a dudng thing
Steiner tam gidc BK L ting v6i V, va do d6 V'H va V'R déu di qua ddi xiing
cta V qua BC, dan t6i V’, H, R thang hang. Hon nita vi LZK R 13 hinh
binh hanh, ZR di qua H, hay ZH di qua V'. Do d6, ta c6 déng thitc goc

LVCY =/VD'L=/V'HL=/LHZ = /YFA

dan t6i ZVYC = LAY F hay tit gidc VAY C diéu hoa. Do dé, theo két qua
quen thudc, Y nam trén (VOF). Nhu vay cac diém V, O, O, F, Y dong vién.
Cudi cting, ta cb

VYO =/2VO0 = /ZVYB

vi OO’ 1A trung truc BV. Va do d6, B, O', Y thing hang. O

Ta dua ra mdt sb bai todn dua trén mé hinh nay, ciing nhu cdc mé rong. Céc
ban cé thé thit giai nhitng bai todn nay mot cach doc lap véi bai 3a VMO 2025
xem nhu dé luyén tap.

Nhan xét. Néu goi BH cat (O) tai B’ khac B, thi KL, Y B’ va BC dong quy,
theo dinh 1y Pascal. Do d6, d6i xting ctia Y qua AC nam trén KL vi nam trén
VF do tit gidc VAY C diéu hoa. Nhu viy, ta cé thé dia ra mot bai todn ngan
gon hon nhu sau:

Bai toan 8 | Cho tam gidc ABC ndi tiép (O) cé truc tam H va M 1 trung diém ctia BC.
Pudng thang qua H vuéng goc véi HM cit CA, AB tai E, F. Goi (AEF)
cat (O) tai P khdc A va MP cat EF tai K. Chting minh rang H, K, B, C
dong vien.
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Nhu mét ting dung ciia 15i gidi bai todn 3a VMO va bai todn trén, ta cé thé
tiép tuc giai bai toin sau.

Bai toan 9 | Cho tam gidc ABC noi tiép (O) c6 truc tam H. Goi M la trung diém BC.
Dudng thing qua H vudng géc véi HM cit CA, AB tai E, F. Goi dudng
tron dudng kinh AH cit (O) tai N va L 1a hinh chiéu ctia N trén BC. Chimng
minh raing AL, BE, CF déng quy.

Lot G1Al | Goi (AEF) cat (O) tai P khiac A va EF cat BC tai S. Goi MP cat EF tai
K. Theo Bai 8, ta c6 KHCB noi tiép, va theo két qua quen thuoc, M, H, N
thang hang. Do dé,

MK -MP=MB?>=MN -MH

nén NPKH 13 tit gidc noi tiép. Nhu viy, NP, HK, BC dong quy tai J 1a
tam déng phuong ctia (O), (HBC) va (HN PK).

Bay gio, goi O’ a tam (AEF) va A0’ cit (O) tai Y. Mit khac, goi AA’ I
duong kinh ciia (O) va AH cat (O) tai X, bsi AO', dudng thang qua A vuong
géc EF va (AH, AO) 1a hai cip duong dang gidc ZBAC nén

/YAZ = /0'AH = /(AO, HM) = Z/A'AN

nén AN =Y Z dan t6i NY ZA la hinh thang. Do d6, NY || AZ hay NY di
qua K. Két hop véi viec PBY C 1a tit gidc dieu hoa theo Bai ?7?, ta dugc

(LJ, BC) = N (LJ, BC) = (YP, BC) = —1

nén AL, BE, CF dong quy.
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Tiép theo, nhu mot thao tic quen thudc, ta téng quat tinh hudng truc tam H
thanh duong tron bat ky di qua B, C. Nhung & dy ta cb ging dua ra mot lién
két hét stic dic biét gitta moé hinh dudng tron dudng kinh BC' va dudng tron
bat ky. Chiing ta hiy xem xét bai todn sau, 1a mét md rong truc tiép ciia Bai
toan 7.

Bai toan 10 | Cho tam gidc ABC khéng can ndi tiép (O). Dudng tron (M) bat ky di qua
B, C cit CA, AB tai S, T. Goi BS c&t CT tai J. Pudng thang qua J vuong
goc véi M.J cat CA, AB tai E, F. Goi O’ 1a tam (AEF), va AO' cat (O) tai
Y khac A. Chimg minh rang O, Y, M, O la dong vién.

Lot atar | O day, ta sé khong cb ging giai bai toan triét dé nay ma nhuong lai viee dé
cho ban doc. Chiing téi chi muén dua ra mot géc nhin dang ngac nhién, bang
cach dua bai todn nay vé tinh huéng ban dau. Can phai nhin manh rang rat
hiém khi ta cé thé lam duge diéu nay. Ta gid sit rang M nam trong (O), va
qua d6, c6 thé dung day cung B'C’ di qua M va vudng géc OM. Tuong tu
nhu bai todn gbe, goi H 13 truc tAm tam gidc AB'C’ va dudng thang qua H
vuong goéc v6i MH cat C'A, AB' tai E' va F' tuong tng. Lic nay, E', F'
nam trén (AEF) nhu hinh vé.

Dé ¥ néu ta chimg minh duge diéu nay, bai todn cé thé dua vé bai toan
gbc. Nhu vdy, ta chi chimg minh (AEF) di qua E’, F'. Goi O; 1a tAm clia
(AE'F') va Z 1a hinh chiéu ctia A trén E'F'. Khi d6, AO; vi AZ dang gidc
ZE'AF'. Luu y B'C’ | BC nén AO; va AZ ciing dang gidc ZEAF. Hon
nita, AZ | E'F' nén AZ || O'M hay AZ 1 EF. Do d6, AZ, AO' dang giac
/BAC hay A, O, O; thing hang. M#t khic, O’ va O; cing ndm trén JM,
dan t6i O’ tring O vi cing 1A giao diém cfia 2 dudng thing.
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Do do, tam (AEF) va (AE'F’) trung nhau, va chiing cung di qua A nén hai
duong tron trung nhau. O

Cuoi cung, nhu cdc mé rong ctia Bai toan 8 va Bai todn 9, ta cé bai todn sau.

Bai toan 11 | Cho tam gidc ABC khong can ndi tiép (O). Pudng tron (M) bat ky di qua
B, C ¢t CA, AB tai S, T. Goi BS cit CT tai J. Duong thang qua J vuong
goc v6i MJ cit CA, AB tai E, F.

1. Goi MP cat EF tai K. Chimg minh rang B, J, K, C dong vién.

2. Pudng tron ngoai tiép tam gidc AST cat (O) tai N khic A. Goi NK
cit BC tai L. Chitng minh rang AL, BE, CF dong quy.

Bai toan nay xin danh cho ban doc.
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NHUNG CAU CHUYEN TOAN HOC

NGUYEN T6 NuU (HA NoI)

Giéi thiéu. Ban bién tap git nguyén van loi gidi thiéu cia GS.TSKH Tran Vian Nhung vé tdc gid
Nguyén T6 Nhu.

GS. TSKH. Nguyén Té6 Nhu qué Dién Chdu, Nghé An. Ngay ti khi hoc I6p 9 anh da dudc trao
Gidi Nhat ciia bdo Todn hoc va Tudi tré nam 1964. Sau dé anh vio hoc Khoa Todn, PH Tong hop
HN/ VNU, tét nghiép zudt sic nganh Gidi tich ham. Theo phdn cong ciia nha nude, anh lén day &
Trucng (trong diém) Thanh nién lao dong XNCN tinh Hoa Binh. Biét dugc tai ning ciia anh Nhu,
GS. BT. Ta Quang Biu da cho anh Nha thi tuyén NCS dé di lam TS va TSKH tai Ba Lan. Sau dé
anh duge cdc nudc nhu Anh va My maoi di gidng day va NCKH. Anh cé nhieu cong trinh khoa hoc
dugc ddng trén cdc tap chi khoa hoc chat lugng cao nhu Proceedings of the American Mathematical
Society, ...
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1. Thi V6 dich Toan cac nudc Xa hoi chii nghia

Thi Vo dich Todn cdc nuéc XHCN 1a tién than clia thi todn quéc té ngay nay.
Ky thi vo dich Todn cic nuéc XHCH lan dau tién dudc t6 chtic & Rumani tir
ngdy 21/7 dén ngdy 31/7 nidm 1959, c6 7 nudc tham gia: Lién X6 va cdc nudce
XHCN cii ciia Pong Au.

Hoi d6 anh rudt t6i, Nguyén Phiét, 1a can bd gidng day DH Béch khoa Ha Néi.
Anh t6i thudng xuyén dich cac dé thi hoc sinh giéi ctia Lién X6 tit tiéng Nga
glii vé cho cic em. Anh t6i 1a mot ky su dién nhung rat giéi toan.

B t6i thudng néi véi cdc con: “Trong tat cd bon bay, khong cé dita em nao
giéi nhu anh Phiét”.

Chinh anh t6i ciing nghi thé va khéng ddnh gid cao may dita em.

Téi nghi anh t6i 13 mot tai ning 16n khong duge biét dén. La mot ky su dién,
nhung anh toi rat gidi todn.

Trong nhitng nim 1963-1964 anh téi dich rat nhiéu dé thi vo dich Toan ctia
Lién X6, dic biét 1a cdc ky thi vé dich todn cho hoc sinh pho théong va cdc lop
chuyén Todn giti vé cho ching t6i xem va bao téi lam thi cho vui. Téi thiy
céc bai todn trong céc ky “Thi vo6 dich toan ving Siberia” c6 nhiéu bai
toan rat hay va khé. Diac biét 1a nam nao anh téi ciing dich cic dé “Thi vo
dich toan cac nuéc XHCN?” vé cho t6i, lam dudc bai nao thi giii cho anh
toi xem.

Anh t6i rat ngudng md anh Vii Hoai Chuong. Anh t6i con giii cho ching t6i
xem mot s6 10i gidi cdc dé thi vo dich toan ctia Lién X6 do Vit Hoai Chuong
déng trong Tap san Toan Ly do UBKH nha nuéc xuit ban.

T6i c6 mot k¥ niém rat dang nhé. Lic d6 anh Phiét gti mot s6 bai toan thi
vo dinh toan qubc té va thi vo dich todn viing Seberia. Toi cling gidi dudc hon
chuc bai, c6 mot bai toan rat khé to6i khong lam dude va t6i hoéi anh Phiét thi
anh chi cho t6i 15i giai rat hay.

Bay gio nhin thiy anh Vii Hoai Chuong trén FB t6i cling thay ngd ngg? (Toi
chua gip anh Vii Hoai Chuong ngoai doi). Khong biét anh ¢ phai anh 14 Vi
Hoai Chuong nam xua anh t6i ké cho cdc em khéng? Nhin anh trén FB téi
thay anh Vit Hoai Chuong kh4 tré so v6i Vii Hoai Chuong trong tam tri t6i?

Mai gan day t6i méi duge biét anh Vii Hoai Chuong 1a em ho Vii Bang T,
ngudi hiing ctia Truong Hoa Binh va 1a than tugng ciia téi trong nhitng nim
t6i ¢ Truong Hoa Binh.

La mot ky su dién, anh t6i t6i c¢6 thé giai dugc hau hét cic bai toan trong ky
thi v6 dich todn ¢ Lién X6 ngdy xua néu anh téi bd thdi gian. V6i mot ky su
dién, diéu nay la rat dic biét!

Cé nhitng bai toan khé khé trong ky thi vo dich todn viung Seberi t6i nghi mai
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khong ra, t6i hoi anh t6i va anh téi da tim ra 16i gidi.

T6i cling gidai duge hon chuc bai toadn trong cac ky thi vo dich todn Seberia.
Téi dinh bao anh tdi giti dén dang Tap San Toin Ly giéng nhu anh Vii Hoai
Chuong nhung thang 10 nim d6 Béo Toan Hoc & Tuéi Tré (THTT) ra ddi nén
toi thay viéc giai cac bai todn dang 6 Bao THTT thi phit hgp hon.

Anh t6i 13 mot ngudi rat gidi todn va rat dam mé ky thudt.

V&i t6i, anh con hon cd mot ngudi anh rudt: Anh t6i da mé dudng cho t6i dén
v6i Béac Ta Quang Biiu, ngudi da lam thay ddi hoan toan cudc doi toi sau nay.

Nho c6 anh ma t6i dude Bac Ta Quang Bitu biét tit rdt sém (tit nam hoc 16p
9 trudng cap 3 Dién Chau) va c6 18 toi ciing 1a ngudi culI CUNG duge Béc
Brttu gitp truée khi Bac vé huu. Tham chi ngay ca sau khi Bac vé huu, Bac Ta
Quang Bttu van dich than 1én Bo Dai Hoc nhd ho tiép tuc gitp toi.

Nhitng ky thi v6 dich todn cho hoc sinh phé théng dau tién do cac nuéec XHCN
td chitc, vao cudi thap ky 50 dau 60 ctia thé ky trude. Lic d6 chi c6 hoc sinh
cac nudc XHCN tham gia. (Lién X6 va cdc nuée XHCN Dong Au).

Téi thay cac dé thi Toin Qubc té trong cdc nam dé khong khé nhu dé thi
Olympic Toan bay gid, c6 nhitng bai toan kha don gidn, hoc sinh chi can c6
mot chit linh cdm ve toan 1a lam dude. Toi con nhé trong ky thi Todn Vo dich
Toén cac nuéc XHCN 1962 ¢6 bai toan:

Bai toan: Tim mot s6 tu nhién nhé nhat N cé tinh chat sau day:

1. Viét trong hé thap phan thi chit sb cudi cling ctia N 1a 6;

2. Néu bé s6 6 cudi cung di va thém chit s6 6 vao trude cac chit s6 con lai
thi ta dugc mot s6 méi 16n gap 4 lan sd ban dau.

Mét hoc sinh cé chit tu duy vé todn sé thay ngay 1a chit s dau tién ctia N
phai 1a 1. Céc chit s6 tiép theo ctia N ciing c¢6 thé tim duge bang mot phép
bién ludn don gian.

Bay gio ¢ tudi USO tdi van theo dbi céc dé thi IMO céng bd hang nam. Toi néi
v6i cac ban tré 1a & tudi USO t6i van gidi duge bat ctt bai todn nio trong cic deé
thi IMO, néu t6i c6 thoi gian va hitng thi (nhung néu to6i phai lam 3 bai toan
thi IMO trong 4 gid thi t6i khong lam dugc!

Trong cac dé thi todn qubc té, téi quan tdm dén bai todn ciia GS Van Nhu
Cuong trong ky thi IMO 1982:

Bai Toan Van Nhu Cuong: Cho hinh vuéng S ¢6 d6 dai canh 100. L 1a
mot dudng gp khiic khong ti cit tao thanh tit cdc doan thing AoAl, A1A2,...
A(n-1) An, véi Ao khic An. Gid st mdi diém P trén chu vi hinh vuéng déu ton
tai mot diém thudc L cach P khong qua %. Chiing minh ran tdn tai hai diém
X va Y thudc L sao cho khoéng cich gitta X va Y khéng qua 1 va dd dai duong
gap khic L nam gitta X va Y khong nhé hon 198.

Trong ky thi IMO nam dé chi c¢é 20 hoc sinh gidi dugce bai todn nay. Riéng
doan Viét Nam chi c6 anh Lé Ty Qubc Thing (dat diém 42/42) giai duge bai
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toan. Nhin vao théng tin dé, ta c6 thé nghi bai todn Van Nhu Cuong la rat
khé. Nhung t6i thiy né thuc sy khong khé. Toi 6 16i gidi don gian (khong qué
10 dong!) cho bai toan Van Nhu Cuong. T6i vao Pai Hoc Vinh “du” cdc em
hoc sinh chuyén toan trudng Vinh ngodi nghe toi trinh bay 15i gidi, nhung cac
em khong may quan tam!

V6i bai Toan Van Nhu Cuong, méc dit & tudi USO, téi chi can 1 gio 1 tim dudc
15i giai, néu ngdi trong phong thi.

Lai giai bai todn Van Nhu Cuong ctia t6i chi 5-7 dong. Téi c¢6 y dinh dén ky
niém 60 nam ngay thanh 14p bdo TT & TT sé néi vé 1di gidi bai todn Van Nhu
Cuong cho cic chau 16p 11,12 nghe cho vui, nhung tiéc 1a 1& ky niém da khong
XAy ra.

2. Bao Toan hoc va Tudi tré

Nhan dip 60 ndm ngdy thanh lap bdo THTT, t6i xin dang lai bai viét cia toi
ghi lai vai ki niém thid vi vdi to bdo ma téi gin vdi né ti thoi nién thiéu. Toi
viét bai nay cich ddy 3 nam va da dang trén FB mét lan, cdch day vai ndm.
GS Ngo Viét Trung lic dé doc bai cia toi trén FB cé nhan zét:

“Bai cia anh Nhu néu ddang trén bdo THTT thi chdc c¢d nhiéu nguoi doc”. Téi
chua gii dang bao THTT, nhung dd cho cdc anh trong toa soan bio THTT xem
qua va bi “ché” la bai tot hoi dai, khong phu hop vdi bdo THTT nén toi khong
submit lén dang bio THTT.

Lé ki niém 10 nam thanh lgp bdo THTT thi toi dang chdn bo trén dat Hoa
Binh (kic dé toi dang cé tén trong so doan truong) nén khéng ai nhd dén toi.
Lé kyj niém 20 ndam ngay thanh lip bdo THTT (tén toi da dugc mit ra khéi so
doan truong) va téi dudc mai doc tham ludn trong budi Ié kj niém. 30 nam
40 nam ky niém thanh lap bdo THTT téi dang lam viéc ¢ My nén khéong ve
du duge. Kij niém 50 nam thanh lap bdo THTT, du khong dugc moi toi van
“theo” GS Ngo Viét Trung dén du. Thay t6i cé mdt trong budi l€, ban t6 chiic
trinh trong gidi thiéu:

Ong Nguyén To Nhu, gidi nhat bdo THTT cdch ddy 50 ndm, dén du 1€ kij niém.
T6i cdm thay rat vui. Thoi gian 50 ndm la % thé ky nhung téi cit nghi nhu
chuyén mdi zdy ra ngay hom qua. Nay lai la 60 ndm roi, khong biét nén vui
hay nén buon?

Bao THTT ra doi trong chién tranh &c liét. D6 1a nhd cong lao ciia GS Ta
Quang Btru, GS Lé Van Thiém, GS Hoang Tuy, GS Nguyén Canh Toan, GS
Hoang Xuan Sinh, GS Hoang Ching va mot s6 cdc nha toan hoc tré thdi dé.
R6 rang khong mot ai ¢ thé phii nhan vai tro clia todn hoc trong moi nganh
khoa hoc va trong doi séng xa hoi. Todn hoc da soi roi moi ngd ngach ciia khoa
hoc, ké c& cac nganh khoa hoc xa hoi. Anh Luu Nghiép Quynh 14 mot tai ning
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toan hoc, nhung anh Quynh da mang tu duy todn hoc ctia minh dé soi sing
cho mo6t nganh khoa hoc tudng nhu rat xa véi todn hoc: Van hoc va Dién anh!

Sau nay t6i cing thanh céng trong mot linh vue khoa hoc tng dung la FFT,
moét linh vize ma background ctia toi tuyét déi 1a zero!

T6i sé ndi ve cau chuyén FFT cta t6i trong mot bai viet sau.

Mot diéu rat ddng tu hao 14 trong chién tranh ac liét, Viét Nam van t6 chiic
duge céc ky thi Hoc sinh gidi toan Mién Bic va cho xuit ban t& bao THTT dé
lam tai liéu tham khao cho céc hoc sinh phé théng yéu todn. Day 14 mot minh
chiing cho su nhin xa tréng rong cia cac nha lanh dao gido duc Viét Nam thoi
béay git, ding dau 1a Bo Truéng Ta Quang Buu va GS Lé Van Thiém. Trong
khi nhitng nuéc khong cé chién tranh, véi cdc diéu kién tét hon ching ta rat
nhiéu nhu Théi Lan, Indonesia, Malaysia, ma ngay ca Trung Qudc ciing khong
lam dugc!

Téi con nhé lic duge mai ra Ha Noi nhén gidi nhat Bao THTT 1a lac chién
tranh phd hoai Mién Béc ciia may bay My dang &c liét. Tuy nhién dé 1a thoi
ky dau ctia cudc chién tranh phé hoai, méy bay My chi ném bom ban ngay,
khong ném bom ban dém.

Toi phai dap xe tit Nghé An ra Ha Noi. Xuat phét tit Yén Ly (Dién Chau) ltc
6 gio chicu, dap xe suét dém dén Thanh Hoa thi trdi sdng. Téi vao mot lang
qué & Thanh Héa xin nghi lai, chd téi lai dap xe di tiép. Téi khong ddm di ban
ngay vi s¢ may bay My ném bom.

Ctt nhu thé, dém dap xe di, ngay vao lang qué xin nghi dé tranh méy bay. Thiic
an mang theo 13 nhitng chiéc banh chung dude chuan bi tit nha. Doc dudng
khong c¢6 hang quén an.

Khi qua thi xa Ninh Binh thi thi t6i duge dap xe ban ngay vi lic d6 may bay
My chua ddnh ph4 doan Ninh Binh ra Ha Noi. Toi phai dap xe mat 5 ngay
dém tir Yén Ly Nghé An t6i Ha Noi.

Ra dén Ha Noi t6i tim dén nha ba con & phd 70 Tran Hung Dao. Toi dén phd
Tran Hung Dao, chi thiy s6 nha 69 va sb nha tiép theo 1a 71. Tim mai khong
thay s6 nha 70 dau ci. Toi héi mot ngusi di duong:

- Tai sao sb nha 69 roi tiép theo 1 nha 71 bac nhi? Cai bién s6 nha 70 bi roi
dau mat r6i h bac? Chau tim khong thay?

Ngudi di duong tra 1oi:

- S6 nha 70 & bén kia dudng chau a. Bén nay duong la nha s6 18. Bén kia 1a
nha sé chan.

T6i néi véi ngusi di dudng;:

- Ha Noi ric r6i quéa bac nhi. Tai sao s6 nha 69 & day ma s6 nha 70 lai tit bén
kia dudng? Vita méi dén Ha Noi chau da thay ¢ day khac nha qué ctia ciia chau
qué 16i?

- Roi chéu s& thidy Ha Noi con cé nhiéu cai hay, cai la hon nita, ngudi di dudng
béo toi.
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Ra dén Ha Noi, cdc anh trong toa soan bao THTT rat ming va rat ngac nhién!
Céc anh khong nghi 1a t6i c6 thé ra Ha Noi vao thoi gian dé!

Ciing thoi diém véi to6i c6 anh Vo Vin Nam, qué & D6 Luong Nghé An ciing
duge moi ra Ha Noi nhan giai thuéng Bao THTT nhung khong di duge vi sg
may bay My ném bom.

Lic dé t6i c6 mot ubc mo that 1a don gidn: Bao gid hét chién tranh téi dugc
dap xe tit Nghé An ra Ha Noi “thénh thang gitta ban ngay”, cht khéng phai
dap xe ban dém nhu hién nay!

Anh Tran Trung Hiéu duge gidi nhat cudc thi hoc sinh gidi toan Mién Bac ndm
1965. Anh Hiéu bang tudi t6i, nhung hoc trén t6i mot 16p.

Sau budi tbi 5 thang 7, 1965 tdi va anh Hiéu & lai Ha Noi choi véi nhau may
hom. Mac du méi gip lan dau tién nhung t6i va anh Hiéu kha than nhau, toi
di choi véi anh Hiéu rat nhiéu chdé & Ha Noi.

T6i c6 nhitng k¥ niém rat dep vé anh Tran Trung Hiéu. T6i va anh Hiéu di xem
mot vé kich néi 6 Nha Hat Lén (do bdo THTT cho vé moi). La ngudi nha qué,
chua bao gid budc ra khoi dat Nghé An, lan dau tién t6i vao mot noi nhu Nha
Hat Loén t6i chodng ngdp, mot noi ma t6i nghi nhitng ngudi nhu téi ¢6 thé dit
chan dén!

Hom sau t6i va anh Tran Trung Hiéu di tham quan Vién Bao Tang Lich Sit,
Vién bao tang cich mang. Nhin thiy anh 6ng Phung Chi Kién trong Bido Tang
céch mang, t6i bao anh Hiéu:

- Phiing Chi Kién 1a bac ho ciia té. Ong tén that 1a Nguyén Vi.
Sau khi chia tay ¢ Ha Noi, t6i va anh Hiéu khong cé lién lac véi nhau.

Bay gid ngoi viét nhitng dong nay nay tu nhién téi rat nhé anh Tran Trung
Hiéu. Khong biét bay gid anh Hiéu dang & dau? Néu to6i biét duge chd & anh
Hiéu thi toi sé dén chaoi v6i anh, ciing 1a diéu rat tha vi!

Khi qua Ba Lan lam nghién ctu sinh t6i biét anh Tran Trung Hiéu truéc dé
da hoc co khi 6 ctia Trudng Pai hoc Poznan, nhung t6i khong c¢6 thong tin gi
vé anh Tran Trung Hiéu.

Toi hoi hop chd ngay gap lai anh Tran Trung Hiéu sau 60 ndm xa céch!

Khi t6i hai 1an dugc giai nhat bdo Toan hoc & Tudi tré (THTT) (1965 & 1966)
thi ca trudng Cap 3 Dién Chau ciing khong ai biét. Cac thay khong ai biét, cac
ban téi cling khong ai biét. Mai dén 21 nim sau (1986) mdi c6 thu ctia trudng
Céap 3 Dién Chau bdo toi giti 4nh vé luu niém tai phong truyén théng cta
truong. Lic d6 t6i méi giii anh Bac Ta Quang Btu trao gidi nhat bdo THTT
cho tdi vé phong truyén théng ctia Trusng Cap 3 Dién Chau.

Trong s6 hoc sinh dudc giai thuéng bdo THTT hom dé, c6 modt ngudi rat “da
tai”, anh Luu Nghiép Quynh (hang dau, thit 3 bén phai), khi d6 14 cong nhan
18p méy Cta Ong, Quang Ninh. Nam 1974, Anh Quynh da dudc gidi nhét
trong cudc thi chuyén ngin Bio Vin Nghé v6i Truyén ngan “Téc d6”. Anh
Luu Nghiép Quynh 13 mot nha dién anh, nha bién kich tai ning ctia nén Dién
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anh Viét Nam hién nay.

Dic biét, Anh Luu Nghiép Quynh rat ndi tiéng véi bo suu tdp do s6 gom 12
nghin bo phim, trong dé c¢6 phim vé danh hai thé gi6i Charlie Chaplin.

Vé c4 nhan, t6i rat ngudng md anh Luu Nghiép Quynh. Khéi nghiép tit mot
nguoi lao dong, cong nhan 14p méy Ctia Ong, 14y bdo THTT lam thd vui ban
dau, anh da rat thanh dat trong linh vic van hoc, nghé thuét.

Téi hom 5 thang 7 nim 1965 c6 kha déng cac ban tham dut nén t6i ciing khong
né6i chuyén nhiéu véi anh Luu Nghiép Quynh nhung t6i rat an tugng vé anh:
Anh 14 ngudi duy nhét trong budi t6i hém dé, khong phéi 1a hoc sinh phé
thong.

Khi t6i dang lam viéc 6 truong Hoa Binh, mdt anh ban t6i cing day trucng
Hoa Binh v6i t6i hoi:

- Anh Nhu con nhé anh Luu Nghiép Quynh khong?

Téi béo: Co

- Anh Quynh c6 mot s6 chuyén ngan ding trong “Tac Pham Méi”. Anh ciing
biét diy “Tac Pham Mé6i” chi ding céc tic pham vin hoc c6 chéit lugng cao.
Téi ciing dang rat hoi hop mong ngay gip lai vo chong anh Luu Nghiép Quynh
sau 60 nam xa cach!
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Anh Luu Nghiép Quynh ké cho t6i nghe mot cAu chuyén thi vi: Anh du thi vao
truong dao dién dién anh. Bai thi lam trong 3 gio. Trong 3 gio lam bai thi anh
Quynh da viét bai thi 45 trang theo cic van dé néu ra trong dau bai thi. Két
qué anh Quynh dd thii khoa trong ky thi dé, nhung co quan anh Quynh, noi
anh dang lam viéc khong dong ¥ cho anh di hoc 16p dao dién vi anh dang phu
trach mot mang quan trong trong coéong ty anh, néu anh di hoc 16p dao dién thi
khong tim dudc ngudi thay thé.

Anh chup téi ngdy 5 thang 7 nam 1965 tai ny Ban Khoa Hoc Ky Thuat Nha
Nuée, 39 Tran Hung Dao, Ha Nai.

Bo Trudng Ta Quang Biru (hang dau, thtt 4 tir trai sang), GS Lé Van Thiém
(hang dau, thit 4 tit phai sang), GS Nguyén Canh Toan (hang sau, thit 5 tir trai
sang), GS Hoang Xuan Sinh (hang dau, thit 5 tit trai sang), GS Hoang Chiing
(Em trai GS Hoang Tuy, hang sau, thi 4 ti trai sang) va GS Ngbé Thic Lanh
(hang dau, thtt 2 tit trai sang), nha gido duc Lé Hai Chau (hang dau, thit nhat
bén trai) ciing cdc em hoc sinh duge gidi thudng bao Toan hoc va Tudi tré.

Nguoi diing hang sau, thit 1 tir trai sang, la anh Ngb Dat T, canh dé 1a trai
toi, Nguyén Phiét, ngudi mat ngay 7 thang 6 nam 1967.

Téi ngay 19 thang 7 nam 1965 t6i vé dén nha. Hom sau ra dong di cAy véi ba
con, moi ngudi “khen” toi:

- Cht Nhu di Ha Noi ¢6 2 thang ma trong chi “dep trai” hon hin. An com Ha
Noéi c6 khac.

(Ong noi t6i 1a con 1t trong dong ho Nguyén My Quan nén moi ngudi trong
lang déu goi anh em ching t6i 1a “céc chi” chit khéng ai goi ching t6i 1a “anh”).

Diing nhu vay. Qué t6i Nghé An, gié lao cat bui va cong viéc dong dng da tan
phé co thé con ngudi, dic biét 14 cic co gai. Mot co gai 17,18 chi can ra Ha Noi
vai thang vé 13 xinh hon hén, da tréng min néi ning nhe nhang hon:

Em di Ha Noi mdi ve Gi6 lao cat but bay di rat nhiéu

Phong tho Nguyén Binh

3. Cu Tri Uan va ba bai toan sd cip khoéng giai dugc

C6 nhiéu bai toan, tudng nhu qua dé ai ciing hiéu duge, ngay ci ngudi mi chit
ciing hiéu, nhung lai quéa khé déi cic nha toin hoc. Cac nha todn hoc phai loay
hoay hang thé ky, vin khong tim ra 15i gidi va cudi cling khi c¢6 1y thuyét Galois
ra doi cdc bai todn nay méi cé 161 gidi tron ven. Trong céc bai todn siéu kho,
chiing ta nghi ngay dén ba bai todn ma ngudi it hoc ciing hiéu duge dé dang:
1. Bai toan chia ba mdt gbc

2. Bai todn cau phuong hinh tron
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3. Bai toan dung mét hinh lap phuong cé thé tich gip d6i mét hinh lap phuong
cho trudc.

Khi néi dén cac bai toan nay, t6i nghi dén cu Tri Uan. Cu Tri Uan 13 mot ngudi
rat théng minh. Cu nghi ra tro choi Tri Uan rat thi vi ma ai ciing biét. Nhung
cu Tri Uan ndi tiéng hon véi 3 bai todn trén.

Thud 4y, Cu Tri Uan tuyén bd 1a da tim ra cach giai 3 Bai toan 1,2,3. Cu Tri
Uan rat vui mimg vi cu giai duge bai todn ma thé gidi tuyén bd 1a khong giai
duge. Cu Tri Uan da giti 10i gidi ctia minh dén Vién Toan Hoc va nhiéu co quan
nghién cttu trong nudc, nhung cu rat khong thoéa dang véi cau tra 16i “khéng
gidi dugc” cia cac nha todn hoc.

Ttc qua, cu Tri Uan da gti 161 giadi dén Thi Tuéng Pham Vin Dong va kéu
cdc nha toan hoc Viét Nam “d6t qua”, khéng hiéu duge 16i giai ctia cu. Thi
Tuéng Pham Vin Dong danh phéi dong ¥ cho cu lap hoi dong gom nhitng nha
toan hoc hang dau Viét Nam dé nghe cu Tri Uan trinh bay 15i giai.

Hoém Cu Tri Uan trinh bay 15i giai bai toan chia ba mot géc bang thude va
compa c6 thay Pham Ngoc Thao va GS Lé Van Thiém dén nghe. Theo thay
Pham Ngoc Thao ké lai, GS Lé Van Thiém va thay Pham Ngoc Thao dén nghe
vi phai theo chi thi ctia Thit Tuéng Pham Van Dong, chit ho biét thita 1 chuyén
gl 10i.

Nghe cu Tri Uan trinh bay xong, GS Lé Van Thiém néi:

- Anh a, bai toan chia 3 mot géc da dudce cdc nha toan hoc giai roi anh a. Ho
chitng minh néu chi diing thudc va compa thi khong thé chia 3 mot goc bat ky
duge. Ngay mot goc 60 d6 ciing khong chia thanh 3 phan bang nhau dudgec.

Cu Tri Uan quét:

-Anh diimg mang tu tudng ctia Chtt Nghia Tuw Bén (CNTB) néi chuyén véi toi.
Biét bao nhiéu chuyén ngay xua dudi ché d6 phong kién dé qubc dan ta khong
lam dugc nhung bay gio ¢6 Pang, c6 CNXH dan ta van giai quyét duge. C6
chi nghia Mac Lénin thi khong cé chuyén gi khong giai quyét dudc.

Chuyén Cu Tri Uan ai ciing biét nén t6i khong mudn néi nhiéu, t6i mudn néi
chuyén c¢d ganh, mot tro choi thi vi thdi tho au ciia tré con lang qué.

Luét choi ¢6 ganh dai khai nhu sau: Cé 16 cai vo so, hai nguGi choi v6i nhau
mdi ngudi c¢6 8 quan: Mot ngudi chon quan sap (ip vé so xudéng) va ngudi kia
chon quan ngita (14t ngita v6 so 1én). Theo luat choi cit sau moi bude di, néu
thang mot nude ¢S thi ngusi di duge 1at vai quan bén kia (sip thanh ngita hay
ngita thanh sap tity theo bén thang la ai). Khi nao tat ca cdc quan vé so dugce
14t hét 1én (trén ban cd chi con quin sap hodc quin ngta). Bén nao c6 hét céc
quan (sip hoiic ngita) thi bén d6 thing vin cd.

Tro choi nay rat phd bién trong qué to6i ngay xua (t6i nghi ciing ¢6 nhiéu viing
qué khéc ciing c6 tro choi nay?). Trua he, tré con, ngusi 16n cu gia (va ké ca
ngudi khong biét chit) tu tip choi cd ganh v6i nhau. Lang t6i lic dé hau hét
ngudi gia va trung nién trong lang khong ai biét chit. Khi choi, c¢6 lic 6ng gia
thing, c6 lic tré con thing. Ngudi choi ¢ ganh giéi nhat lang t6i 13 mét cu
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US80, khong biét chit.

Mot hom tat cd moi ngudi dang choi vui vé thi mot anh chang tré tudi trong
lang mang chiéc xe dap mdi toanh dén thach tit cd moi ngusi dang choi co
ganh: “Ai vé duge ban cd gdnh bang 7 nét thi t6i cho ngay cac xe dap nay”.

Thay phan thudng kha hip dan nén tat cd moi ngudi dang chai cd, bo hét cude
choi lao va gidi bai todn ctia ngudi thanh nién véi hy vong c6 chiée xe dap dé
ddi doi. (Céi xe dap mdi toanh hodi d6, lic t6i méi 9-10 tudi, ciing ngang can
ho chung cu cao cAp bay gio?)

Roi moi ngudi tit tré con dén 6ng gia déu lao vao vé ban cd ganh. Nhung khi
vé xong 7 nét thi chi “gan xong”, nghia la ban ¢ ganh van thiéu mot ti teo
téo teo. Va cudi cling khong ai 1y dugc cai xe dap clia ngusi anh kia.

Hom sau di hoc, bai todn c¢d ganh cling theo t6i dén truong. Tat ca cic ban
trong 16p to6i déu tham gia giai bai toan cd ganh. Thay gido t6i cling tham gia,
v6i hy vong dudc chiée xe dap. Cac thay gido cap 1 lam gi biét duge dinh Iy
sau xa ctia todn hoc 1a ban ¢& c¢6 16 diém 1é thi vé ban cd phai can 8 nét.

Vay t6i c6 hai bai toan sau day cho cac ban FB, nhitng ngusi c6 chau dang
chuan bi thi hoc sinh giéi mén todn 16p 11, 12 phd thong:

Bai toén 1. Chiémg minh rng trong mot hinh, gdm cac doan thing két ndi voi
nhau mot céch tly ¥ trong mit phing thi téng sé diém 16 phai 14 sb chin.
(Piém 18 1a mot diém c6 mot sb 1é duong di dén diém dé. Ching han trong ban
cd ganh c6 16 diém 18.)

Bai todn 2. Chting minh ring muén vé duge mot hinh trong mit phing nhu
trong bai todn 1 thi s6 nét vé phai can it nhat 1a % téng sb diém 1& ctia hinh
do.

Chéng han trong ban ¢& génh c¢6 16 diém 1& thi can it nhat 14 8 nét méi ve
xong. T6i rat la 14 anh ban tré méi hoc hét 16p 3 phd thong rdi bé hoc ma biét
duge ban ¢d ganh khong thé vé bang 7 nét.

Hai bai toan trén 13 cac dinh 1y trong 1y thuyét dd thi nhung cé thé giai duge
bang bién luin so ciAp phit hop véi hoe sinh gidi 16p 11, 12 phd théng.

Bai toan 3: Hay tim mot thut toin dé cho trong mét cudc chai ¢ ganh, ngudsi
di truéc bao gio ciing la ngusi thang cudc.

Ngay ca khi thuat toin d6 dugce tim ra thi cd gdnh van ton tai. Dé hiéu va van
dung dudc thuat toan dé thi dén céc gido su tién sy con khé, ma cd ganh chi 1a
tro chai cho bon tré trau 6 nha qué, noi cac chau it dugec hoc hanh, tham chi
khong duge cap sach dén truong.

Mot thudt toin cao siéu nhu vay, dit c6 ra doi, ciing khong gitip gi cho may
dtta tré trau chén qué mua héo lanh.
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4. Bién d6i Fourier nhanh (FFT) la gi?

Téi giai thich nhu thé nay, mic du chua hoan toan chinh xdc, nhung rat dé
hiéu v6i cic ban FB: Néu céc nha todn hoc phai lam NxN phép toan theo cich
tinh thong thuong thi véi su hd trg cia FFT ho chi phai 1am (NlogN) phép
toan.

Su khéc biét gitta N x N va NlogN la rat 16n! Toi liy vi du N = 1.000 thi
N x N = 1.000.000 nhung NlogN = 3.000. Nhu vay déng lé ra phai lam 1 triéu
phép tinh thi véi su ho trg ctia FFT céc nha todn hoc chi can lam 3.000 phép
tinh. Ttic 14 FFT dua con s6 1 triéu vé con s6 3.000, tiét kiém duge 99, 7% cong
stic ctia cac nha khoa hoc.

Vi du N = 1.000 1a con s6 qué khiém tén. Trong thuc té tinh toan ciia cac ky
su con sO6 N ¢6 khi 1én hang triéu, tham chi hang tram triéu. Khi d6 su khéc
biét gitta N x N va NlogN la vo cung 16n?

Chéc ban sé héi: Néu data khong phai 1 s6 chinh phuong thi sao? Cha 16 FFT
chi tinh dugc cic data chinh phuong? Ma data 1a s6 chinh phuong thi hau nhu
khong xdy ra trong cdc bai toin thuc té? VAy ting dung thuc té cia FFT 1a
qué khiém tén?

Tra 16i: Néu data khong phai 1a s6 chinh phuong thi chi can thém s6 0 vao data
dé dugc s6 chinh phuong gan nhat! Téi nghi su phat minh ra FFT 1a mot trong
c4c phat minh vi dai nhat trong todn hoc ting dung.

Bay gid t6i vao van dé chinh ctia bai toi viét hom nay. Mot lan toi gap mot
gido su ngusi Trung Qudc (sau nay ong vé day & Khoa Dién clia trudng Duke
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University) tén la Qing Huo Liu. Liu 1& mot gido su giéi va 1la mot ky su tai
nang trong nganh Dién.

Qing Huo Liu ciing 1a ngudi “Vua biét mat, Chia biét tén”. Ong duge Tong
Théng Bill Clinton mdi dén Nha Tring an t6i.

Thuc ra, budi t6i hom d6 Téng Théng Clinton da mdi mot sé ngudi méi duge
giai thuéng khoa hoc dén an dinner tai Nha Trang. Liu la mot trong sé nhing
ngudi duge mdoi du dinner véi Clinton.

Liu béo t6i:

- T6i dang mudn tim mot thudt toin bién déi Fourier nhanh trong trusng hop
khéng déu (Nonuniform Fast Fourier Transforms) dé gidi quyét mot bai todn
t6i dang nghién cttu, 6ng gitp t6i duge khong?

To6i thay day 1a mot linh vue hoan toan xa la déi v6i chuyén mon ciia minh,
nhung vi ltic d6 t6i dang rdnh rdi nén téi nhan 10i 1am viéc véi Liu.

Ba tuan sau to6i goi cho Liu:

- Pay la thuét toan ciia toi. Ong chay thi trén may xem?

Gan 12 gio dém hém dé Liu goi cho téi:

- Téi da chay thuét todn ctia 6ng trén may, ong da lam duge mot dieu ky diéu
ngoai stc tudng tugng cia toi!

Day 1a mot diéu qua bat ngd véi Liu (va bat ngd déi vai ca toil). Mot thanh
cong ngoai mong doi!

Hoém sau Liu bao toi:

- Téi lam viéc véi cac nha todn hoc rat nhiéu, nhung lan dau tién toi gip mot
ngudi lam toan nhu 6ng.

T6i khong tin t6i 1a ngusi nhu Liu néi. Thuc ra trong chuyén nay t6i chi la
nguoi gap may ma thoi.

Nhung t6i hiéu lic d6 Liu khong nhitng “ngac nhién” ma Liu con “giat minh
sting s6t” khi nhan dugc thuat toan ctia toi. Cho nén tdi tin 16i néi ctia Liu
la chdn thanh, khong phai la cdu xa giao mau me khach sdo, béi vi chinh ban
than t6i ciing rat ngac nhién khong hiéu tai sao t6i lai tim ra duge thuét todn
nay.

Va t6i hiéu trude khi gip toi, Liu da lam viéc v6i nhiéu nha todn hoc vé bai
toan nay. Toi cling hiéu tai sao cdc nha toan hoc truéc day khong tim ra 15i
giai cho bai toan cua Liu.

Liu ciing cho t6i biét 1a da néi bai toan nay véi 2 ngudi trong khoa toan clia
toi, nhung khong ai cho két qua.

Lic dé Liu chi lam viéc v6i cac nha Toan hoc ting dung gan véi linh vuc éng
nghién citu. Cac nha Todn hoc tng dung c¢6 cad mot kho cong cu dé giai bai
todn. Nhung céc cong cu cta ho thudc loai “khang sinh nhdén thube”, diéu tri
khong hiéu qua.
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Thét ra cic cong cu ciia ho, Liu déu biét hét. La mot ki su, nhung Liu rat gidi
Toan, Liu da khong lam dugce thi ho khé ma lam duge?

T6i thi khéc, “tay khong bit gific” cing 13 mot loi thé. Khong cé gi trong tay
nén t6i dude tu do suy nghi, khong c6 16i mon, toi phai tu tim ra con dudng
riéng dé tiép can véi bai todn clia Liu va may mén da dimg vé phia toi. Toi 13
nha toan hoc 1y thuyét nén t6i c6 cdch nhin KHAC véi cdc nha toan hoc tng
dung vé bai todn ciia Liu.

Bai nay dudc dang trong mot tap chi hang dau ctia nganh Toan ing dung:

The Regular Fourier Matrices and Nonuniform Fast Fourier Transforms
Nhu Nguyen and Qing Huo Liu

STAM Journal on Scientific Computing, 21(1999), 283-293.

CITED 182 TIMES

Bai bdo nay da c6 182 lan trich dan.

Sau khi viét xong bai vé Nonuniform Fast Fourier Transforms, Liu va t6i viét
thém hai bai vé ting dung ctia thuat todn mdéi ciia chiing t6i trong nganh Dién,
dang & cac Tap chi chuyén nganh:

An Acurate Algorithm for Nonuniform Fast Fourier Transforms
Qing Huo Liu and Nhu Nguyen

IEEE Microwave and Guided Wave Letters, 8(1998), 18-20
CITED 317 TIMES VA 2569 FULL TEXT VIEWS

Bai bdo ngin (chi 3 trang) diang trong mot tap chi chuyén nganh hep vé dién,
nhung dén nay da c6 317 lan trich dan va 2569 lugt xem toan vin.

Nonuniform Fast Fourier Transforms (NUFFT) Algorithm and Its
Applictions

Qing Huo Liu and Nhu Nguyen

Antennas and Propagation Society International Symposium 1998,
IEEE, 3(1998), 1782-1785.

CITED 423 TIMES VA 583 FULL FULL TEXT VIEWS

Bai bdo nay da cé 423 lan trich dan va 583 lucgt xem toan vian. To6i that su
khong hiéu: Pém sb6 13 trich dan ctia mot bai bdo thi d& nhung doc toan vin
thi lam sao ma dém dugc?

T6i chi lam viéc v6i Qing Huo Liu trong chua day 2 thang, nhung da dé lai 4n
tuong sau ddm vé chuyén mon véi Liu. To6i da c¢6 chung 3 bai bdo véi Liu dang
trong céc tap chi qubc té cé uy tin cao. To6i da thanh céng véi Qing Huo Liu
trong mot linh vuce xa la, mot linh vue ma background ctia t6i hoan toan zero!
T6i 1a ngusi vo6 danh, nhung thudt toan FFT cta t6i da lam cho mdt ngudi
LUNG DANH nhu Qing Huo Liu gi4t minh.

Téi thay vui vi bién déi Fourier nhanh FFT ciing 1a linh vic Béc Ta Quang
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Bttu quan tAm: trong s6 187 bai gidng ctia Bac Ta Quang Bitu ciing c6 5 bai
gidang vé FFT (bai s6 118,126,132,156,157 trong danh sich bai gidng ctia GS
Ta Quang Bitu)

Béac Bitu van nhd dén t6i. Mot lan anh Pham Thiém béo:

- Trong sudt 10 nam, tit khi Bac Bttu nghi huu (27-6-1976) dén khi bac Bitu
mét (21-8-1986), Bac chi dén Bo Pai Hoc DUY NHAT MOT LAN va chi néi
mot cau: Toi cé viéc nay nhs cac anh giup ...

Sau vai tuan lam viéc v6i Qing Huo Liu, t6i thay Liu 1a ngudi cé kién thic
Toan hoc rat t6t, hiéu biét kha sdu rong vimg vang vé toan. Toi néi:

- Ong gi6i Toan qua. Toi ngac nhién vé nhitng hiéu biét Toan hoc clia éng.
Liu tra loi:

- Véang, vGi cac ky su, t61 cling la ngudi giéi Toan. Nhung t61 nghi gidi todn
phéi la nhimg ngusi nhu céc ong.

Mot dicu thi vi 1a cac viét clia t6i va Liu 3 bai bdo va 3 bai bdo clia ching t6i
da dugce hang ngan lan trich din va xem toan vin (full text views). Mot con sb
thét su an tugng!

Linh vuc nghién ctu ciia Liu qua 13 dang rat “hot” va dugc cdc nha khoa hoc
thé gigi dang quan tAm manh mé. D6 1 1y do tai sao sau cac bai bdo véi toi,
Liu da dudc nhiéu giai thuéng 16n nhu:

- 2017 Techical Achievemment Award

- 2018 Distinguished Alumni Award

- The 2018 Computational Electromagnetics Award from the Applied Computational
Electromagnetics Society

- The 2018 Harrington-Mittra Award in Computational Electromagnetics from
IEEE Antennas and Propagation Society.

VA toi biét chic chin 1a cdc bai bdo chung véi t6i da gép phan khéng nho trong
cac gidi thudng 16n ctia Liu. Vi chuyén té nhi Liu da 1dng tranh dieu doé.

Lic nay toi rat nhé Bé Trudéng Ta Quang Bitu. Lam Bo Trudng nhung Béc
Btru rat quan tam dén nhitng 1y thuyét sdu xa ctia toan hoc hién dai, trong s6
187 bai gidng clia Bac Biu da c6 3 bai gidng vé FFT. Udc gi Bac Ta Quang
Bitu van con dén ngay hom nay dé nhin thay 3 bai bdo ctia t6i v6i Qing Huo
Liu vé&i 465 luot trich dan.

Tb6i tin rang Béac Bitu sé rat vui khi biét viéc t6i lam véi Qing Huo Liu va néu
Bac Bttu con sdéng dén ngay hom nay, toi tin Bac Bitu sé c6 thém bai giang
thit 6 vé FFT xung quanh 3 bai bdo ctia t6i v6i Qing Huo Liu.

Thét su toi rat vui khi bdo v6i Bo Truéng Ta Quang Bitu vé nhitng viée toi
lam dugc trong linh vic FFT, mot linh vuc rat xa chuyén mon clia toi, va 1a
mot linh vue duge Bac Bitu rat quan tam.

T6i con nhé nhu in cAu B6 Truéng Ta Quang Btru néi khi téi gap Bo Trudng
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tai nha riéng 36 Hoang Diéu:
“Lam bat c&t nghé gi, giéi toan 1a 1¢i thé khéng nho”.

Thoi gian t6i lam viéc véi Liu tuy ngan ngti (hai thang), nhung da dé lai an
tuong sau sac ve chuyén mon véi t6i va Liu.

Bay gi¢ nghi lai, t6i thay rat tiéc: Néu nam 1966 to6i dudce di hoc nude ngudsi
thi cé thé toi cling trd thanh mot ngudi nhu Qing Huo Liu? (vua biét mét chia
biét tén).

Sau nay toi gap canh tram luin t6i rat budn: Nam 1966 néu t6i duge di hoc

nuéc ngoai thi téi cliing dugc nhu anh Lé Ding Muu, Dinh Van Huynh... va
chic chin t6i khong phai di chian bo 4 nim trén mién Tay Béc.

C6 ngudi nghi, t6i khong duge di hoc nude ngoai chac 1a do 1y lich gia dinh,
nhung hoan toan khéng ding: 1y lich gia dinh téi trén ca tuyét voi: Bé me toi
déu 1a dang vién dang cong san Viét Nam. Me t6i vao dang ti nim 16 tudi, bi
thuc dan Phap két an 3 nam ti. Chinh quyén dia phuong dé nghi cho téi di
hoc nuéc ngoai...

Néu nam 1966 téi viét thu cho Bo Trudng Ta Quang Bitu, kém theo ban 1y lich
gia dinh thi chac chan 1a t6i da dugce di hoc nuéc ngoai. Sau nay tdi nghi
day la sai 1am 16n nhéit trong cudc ddi téi...

5. Chuyén FFT

Xuyén sudt cudén hoi ky ciia tdi 1a cau néi clia Nguyén Phiét: “Bo Trudng Ta
Quang Bttu 14 mét nha béc hoc thién kinh van quyén, ti truong lugng tit
dén beo hoa dau, linh virc ndo Bac Bitu ciing thong thao. Mot ngudi lam chinh
tri c6 kién thitc khoa hoc d6 sd nhu Bac Ta Quang Bitu khong phai thdi nao
cling c6”

Mot ngudsi nhu Ta Quang Biu khong phai thoi nao cing cé.

T6i nhac di nhic lai cAu néi ctia Nguyén Phiét nhiéu lan vi d6 1a 13 nguyén
nhan su ra doi ctia cudén hoi ky. Nhin lai cdc nha khoa hoc Viét Nam, nhiéu
ngudi dang dtng & “dinh cao” ctia nén khoa hoc Viét Nam da chuyén sang lam
chinh tri. Viéc mot nha khoa hoc hang dau ctia dat nuée chuyén sang linh vuec
chinh tri 14 niém ti hao ciia tat ca cdc nha khoa hoc Viét Nam. Linh vize chinh
tri phai c6 cdc nha khoa hoc dang & “dinh cao” dit chan dén: dicu d6 that 1a
tuyét voi! Nhung c¢6 nha khoa hoc, du dang & dinh cao khi buée sang linh vuc
chinh tri thi ho khong con 1a nha khoa hoc nita. D6 ciing khong phai 1a dieéu
dang ché trach vi cidc nha khoa hoc ciing chi c6 mét cai dau!

B6 Truéng Ta Quang Buu 1a mét ngudi hoan toan khac. Du 1la Bo Trudng, béc
Ta Quang Bitu van ludn theo rat sit nhitng thanh tuu quan trong va hién dai
ctia khoa hoc thé gigi. S6 187 bai gidng clia Bac Bitu da néi vé rat nhiéu linh
vue khoa hoc khac nhau, trong d6 c¢6 FFT: Fast Fourier Transform (bai gidng
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s6 118, 126, 132, 156, 157 trong list cdc bai gidng ctia Bac Ta Quang Bitu déu
ban vé FFT).

FFT la mét khoa hoc tng dung sau sic ma ngay cic nha toan hoc tmg dung
Viét Nam ciing khong nhiéu ngudi biét. FFT da duge phat minh ra bdi mot
nha toan hoc vi dai nhat thé gisi: Carl Fredrich Gauss tit thé ky 19. Gauss
duge nhiéu ngudi biét dén véi hai bai todn so cAp ma ai cling biét: Tim tong
ctia 100 sb tur nhién dau tién va bai todn dung hinh 17 canh déu bang thudc
va compa, nhung it ngudi biét Gauss 1a ngudi dau tién phéat hién ra FFT: Fast
Fourier Transform.

FFT la mot thuat todn khoa hoc nhung thii vi nhit mét cau chuyén cé tich: Vi
mudn tim ra quy dao quy dao ctia hai hanh tinh Pallas va Juno do chinh minh
phat hién ra nén Gauss da nghi ra thuat todn FFT va chinh FFT da gitp 6ng
lap lai quy dao cda hai hanh tinh Pallas va Juno. Trong khi lam Bd trudng,
bac Ta Quang Bitu van lam chii duge FFT thi that 1a ky diéu.

Trong vai nim qua, t6i ¢6 gang tim mot nha todn hoc Viét Nam dé néi chuyén
vé FFT, nhung t6i khéng tim thay ai ci. Trong khi d6 Bac Ta Quang Bitu, véi
cong viéc bon bé ciia ngudi bo trudng bac van c6 nhitng bai gidng sdu sic vé
FFT Trong bai trudc t6i da ban vé Bién ddi Fourier nhanh (FFT), mot
thuét todn rat hiéu qua trong khoa hoc tinh toan. FFT gitip cidc nha khoa hoc
lam mot cong viéc ddng 1& ho phai lam trong vai thdng thi véi su ho tro cla
FFT ho chi phai lam lam trong vai gid.

FFT khong phai la linh vuc trong chuyén moén cta t6i, nhung FFT mang mot
dau 4n ddm nét trong cudc doi nghién ctu todn hoc clia ban than toi.

Nha toan hoc DBitc Carl Fredrich Gauss (1777-1855) da tim ra FFT nam 1805.
Gauss dugc lich st todan hoc thé gisi danh gid 1a “Thién tai cia moi thdi dai”.
Néi dén Gauss chiing ta c6 cad mot kho chuyén “co tich” dé ké cho tré con nghe.

Chuyén thit 2 t6i mudn ké & day 1a Gauss 1a ngudi da tim ra céch dung hinh 17
canh déu bang thude va compa niam 19 tudi. Khi tim ra céng thitc dung hinh
17 canh déu bang thuée va compa, Gauss dua ra cong thic tong quat dung
hinh bang thudc va compa cho tat ca da gidc déu cé sb canh 1a sé nguyén t6
Fermat (s6 nguyén t6 c6 dang 22" + 1).

S6 nguyén t6 Fermat nhd nhat c¢6 dang 22" + 114 5 (v4i n = 1). Hinh 5 canh
déu duge dung mét cach rat don gidn bang thude ké va compa ma khéng can
ding dén cong thitc clia Gauss. Con céc da gidc déu 7, 9, 11, 13, 14, 15 canh
thi khéng dung dude bang thudc va compa. Hinh da gidc déu 17 canh tmg véi
s6 nguyén t6 Fermat véi n=2.

Ung v6i s6 nguyén t6 Fermat v6i n=3 13 257. Ban théo vé dung hinh da gidc
déu c¢6 257 canh bang thudc ké va compa ning 30 kg xép day mot vali to hién
nay dang dugc luu trit tai thu vién trudng dai hoc Gottingen.

Hoi con hoc Trusng Cap 3 Dién Chéu, t6i c6 doc cach dung hinh 17 canh déu
ctia gido su Van Nhu Cuong dang trong bdo THTT (t6i khong nhé r6 THTT
s6 nao? Hinh nhu 1965 thi phai). C4ch gidi ctia GS Van Nhu Cuong tuong doi
phttc tap. Nay t6i xem cudn sach ctia GS Ngo Viét Trung: “Ly thuyét Galois
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vé cdc van dé Giai phuong trinh bang cin thiic - Dung hinh bang thude ké va
compa” thi toi thay cdch dung hinh 17 canh déu ctia GS Ngo Viét Trung rat so
cap, don gian dé hiéu va hay hon so véi 16i giai ciia GS Van Nhu Cuong ding
trén bdo THTT céach day gan 60 nam.

Theo y kién c4 nhan t6i cudén sach ctia GS Ngo Viét Trung 1a cudn sich todn
HAY NHAT viét bang tiéng Viét cho dén nay ma toi duge doc. GS Ngo Viét
Trung da mé ti nhitng van dé phic tap, hién dai ciia todn hoc bang ngdén ngit
so cap hay hon va don gidn ma ai ciing hiéu. Ly thuyét Galois that 1 tuyét voi!
Nhitng ngudi yéu toan ai cling mé! That 14 thi vi khi thay nhiing bai todn (chia
3 mot géc, cau phuong hinh tron, gip d6i thé tich mot hinh 1ap phuong,. .. )
tudng nhu “tam thudng” déi nhitng dita tré trau nha qué it duge hoc hanh lai
1 bai toan lam cho todn hoc thé giGi “dau dau” trong hang tram nam!

Nay nhéan doc cudn sich Ly thuyét Galois ctia GS Ngo Viét Trung toi con nhé
cau chuyén thi vi cach day hon 60 nam: Lic dé thay gido gidng bai bai hinh
hoc chia déi mot géc. Cudi gio thay ra bai tdp vé nha: Bai toan: Hay chia mot
gbéc vudng 90 d6 thanh 3 phan bang nhau.

Hom sau thay héi cd 16p: -Ai xung phong 1én bang trinh bay cach chia géc
vudng 90 d6 thanh 3 phan bang nhau? Khoang hon 30 ban (hon 2/3 s6 hoc
sinh) 16p t6i gio tay xung phong lén bang, nhung t6i may mén duge thay goi
lén trinh bay loi giai.

Trinh bay 16i gidi xong t6i héi thiy: -Thua thdy, lam sao ta cé thé chia mot
gbc bat ky thanh 3 phan bang nhau? Thay gido to6i tra 16i: -Chia mot goc bat
ky thanh 3 phan bang nhau la viéc rat don gidn, bat ct bac thg mdc nio cling
lam dudc, nhung néu chi ding thuée ké va compa khi khéng ai lam dugc!

Thay gido toi con néi thém: -Néu chi dung thuéc ké va compa thi ngay viéc
chia mét géc 60 dd thanh 3 phan biang nhau ciing khong ai lam dugc.

Va budi hoc d6 ctia 16p t6i tré nén rat sbéi ndi va tha vi vé viéc chia mot géc
thanh 3 phan bang nhau. Sau dé thay giang cho ching t6i nghe vé su khéc
nhau cua céac bai todn “khong lam duge” va “chua lam dugce”: Bai toan “chua
lam dugce” la bai toan chua ai tim ra 16i gidi, con bai todn “khéng lam dugce” la
bai toan da cé 10i giai roi va “khong lam duge” chinh 1a dép sb cudi ciing clia
bai todn. C4 16p tdi déu tin 151 thay gido va khong cé ban nao trong 16p toi trd
thanh Cu Tri Uan!

Bai toan “chia 3 mot géc” tudng nhu dé dén mitc nhitng dia tré con it dugc
hoc hanh & x& nha qué ciing hiéu duge dé& dang, nhung cdc nha toan hoc lai
phai mat cd tram nam mdi tim ra 1oi giadi. Chi dén khi c6 Ly thuyét Galois
céc nha todn mdéi dua ra cau tra 13i chinh x4c tron ven. Téi nghi cubn sach Ly
thuyét Galois ctia GS Ngo Viét Trung that 1a tuyét voi.

Ly thuyét Galois da giai quyét nhitng van dé so cap nhu chia 3 mot goc, cau
phuong hinh tron, gip déi thé tich moét hinh 1ap phuong,. .. va cao cap hon mét
chut 1a tim nghiém ctia mét phuong trinh da thitc ¢6 bac 5 va cao hon. Dé la
cic van dé toi biét tit hdi con hoc pho théng. Liic d6 toi chi nghe thay gido néi
1a cac van dé “khong lam dudc”, con tai sao lai khong lam dugc thi dén khi
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doc Ly thuyét Galois téi méi biét 13 tai sao?

That tiéc 1a mot 1y thuyét hay nhu thé lai dén véi cude doi t6i qua muon! Gid
ngay xua to6i hoc khoa toan DPHTH Ha No6i ma t6i gap duge mdt thay gido nhu
GS Ngb Viét Trung thi chic chin t6i sé theo dudi Ly thuyét Galois tron doi!

Gauss 1 “vua todn hoc”, dong thdi 6ng ciing 1a nha thién vin hang dau trong
lich sit thién van hoc ctia nhan loai. Nam 1805 cdc nha thién vin thé gisi da
phét hién ra 2 hanh tinh ma ho dat tén la Pallas va Juno. Trong khi cdc nha
thién van dang tim kiém quj dao ctia 2 hanh tinh Pallas va Juno thi chiing bat
ngS bién mat.

Céac nha thién van thé gisi da dung tat cd cac kinh thién vin manh nhat thoi
d6 dé do tim 2 hanh tinh Pallas v& Juno nhung khéng c6 két qua.

Diéu thid vi 1a trong khi tat cd cic kinh thién van manh nhat déu that bai,
Gauss da nghi ra mot thuit todn (ma ngay nay ta goi thuit todn FFT) va
bang thuét toin FFT Gauss da chi cho cdc nha thién viin thé giéi biét 13 Pallas
va Juno sé xuat hién vao vi tri 6ng da chi dinh san. Cudi nam 1805 cac nha
thién van thé gigi hoi hop quan sat vi tri ma Gauss da chi ra truée dé va ho
da nhin thay Pallas va Juno da xuat hién ding vao vi trf d6 ciia Gauss.

Sau dé nam 1807 Gauss da duge cit lam gidm dbc dai thién van Gottingen.

Téi thdy cAu chuyén tim ra thuit todn FFT clia Gauss hay nhu mot chuyén
c6 tich! Thuit todn dé tim quy dao 2 hanh tinh Pallas va Juno ciia Gauss
chinh 1a FFT ngay nay!

Thuét todn ctia Gauss dudc éng tim thay ti nidm 1805, nhung mai hon 250
nam sau, 1965 hai nha toan hoc James Cooley va John Tukey méi tiép tuc phét
trién va xdy dung thanh 1y thuyét Bién d8i Fourier nhanh FFT. Y tudng
ctia Cooley va Tukey hoan toan dua theo thuit toan ctia Gauss dung dé tinh
quy dao ctia 2 hanh tinh la Pallas va Juno.

235



	Khoa học Trí thông minh
	Heisenberg ở Helgoland
	Về bài 5 VMO 2025
	Khám phá xác suất có điều kiện qua những ứng dụng thực tiễn và thú vị
	Đa thức số học
	Cuộc phiêu lưu của kiến
	Tổng quát một bài bất đẳng thức
	Mối liên hệ về sự hội tụ giữa dãy tổng và dãy tích
	Các bài toán của Ba Lan tại IMO
	Một phép thế đặc biệt trong giải toán phương trình hàm
	Phương trình hàm liên quan đến số học
	Một ứng dụng thú vị của ánh xạ đốI vớI các mốI quan hệ họ hàng
	Tích bội ba và định lý Fermat-Euler về tổng hai bình phương
	Đôi nét về đường thẳng Euler trong lịch sử hình học sơ cấp và trong một số bài toán Olympic
	Từ đề thi Sharygin 2018 đến bài 3a, VMO 2025
	Những câu chuyện toán học

